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Zastosowanie regresji logistyczne;
w badaniach eksperymentalnych

Barnaba Danieluk
Instytut Psychologii UMCS, Lublin

W praktyce badawczej czgsto spotykamy si¢ z sytuacja, gdy mierzona przez nas zmienna zalezna ma cha-
rakter zero-jedynkowy, przyjmujac wartosci 0 — brak czego$ i 1 — wystgpowanie czego$ (konkretnego
zachowania, zgody na co$, ujawnienia postawy, opinii itd.). Zaréwno ogdlny model liniowy, jak i anali-
za regresji liniowej nie znajduja zastosowania w sytuacji dychotomicznej, nominalnej zmiennej zaleznej.
W takiej sytuacji jesteSmy zmuszeni do stosowania analiz nieliniowych. Modelem regresyjnym stosowa-
nym dla tego typu zmiennych zaleznych jest regresja logistyczna. Artykut prezentuje zastosowanie modelu
dwumianowej regresji logistycznej w badaniach eksperymentalnych. Wyjasnia specyfike i sposob interpre-
tacji charakterystycznych dla regresji logistycznej wspotczynnikéw: ilorazéw szans (odds ratio), wspot-
czynnikéw Walda, ilorazéw wiarygodnosci (likelihood ratio). Przybliza procedurg estymacji parametrow
modelu metoda najwigkszej wiarygodnosci (maximum likelihood) oraz test dobroci dopasowania modelu
Hosmera i Lemeshowa. W artykule zostaty zawarte przyktadowe analizy jednoczynnikowe (z predyktorem
nominalnym i ilo§ciowym), analiza dwuczynnikowa oraz analiza dwuczynnikowa z efektem interakcyj-
nym. Ograniczono do niezbgdnego minimum liczbe¢ wzordw i przeksztatcen algebraicznych, a same przy-
ktadowe analizy i ich interpretacje przeprowadzono krok po kroku z uzyciem pakietu statystycznego SPSS
w wersji 17.0 PL.
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$ci, metoda najwigkszej wiarygodnosci, wspotczynnik Walda, SPSS

Planujac badania eksperymentalne, psycholog-nauko-
wiec wkracza na trudny i wymagajacy obszar metodolo-
gicznej poprawnosci. Zwykle najwigcej staran badacze
wktadaja w dobor zmiennych, ich operacjonalizacje, za-
planowanie schematu eksperymentalnego, prawidlowy
dobor préby i pdzniejszy losowy przydziat do grup oraz
kontrol¢ nad przebiegiem eksperymentu. Czg¢sto zdarza
si¢ tak, ze decyzj¢ o wyborze metody obliczeniowej po-
dejmuja juz po badaniu. Moze si¢ wtedy okazac, ze dane
uzyskane z badania nie pozwalaja na zastosowanie naj-
bardziej znanych i najczgsciej stosowanych metod staty-
stycznych, co czasami prowadzi do ,,naginania” danych.

Dlatego artykutlunajistotniejsza bedzie specyfika zmien-
nej zaleznej mierzonej w eksperymencie. W psychologii
spotecznej szczegolnie czgsto mamy do czynienia z sytu-
acja, w ktorej rezultatem oddziatywania eksperymental-
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nego jest wystapienie (badz brak wystapienia) jakiegos
konkretnego zachowania. W najbardziej znanych eks-
perymentach dotyczacych konformizmu, poznania spo-
tecznego, zmiany postaw, proceséw grupowych, agresji,
zachowan pro- i antyspotecznych, badacze poprzez ma-
nipulacje warunkami eksperymentalnymi powodowali,
ze osoby badane godzily si¢ na cos lub nie, przejawialy
konkretne zachowanie Iub si¢ od niego powstrzymywaty,
ujawniaty jakas$ informacje lub ja zatajaty (por. Aronson,
Wilson, Akert, 1997). Krotko méwiac, mierzone zacho-
wanie miato charakter zero-jedynkowy — albo uczestnik
eksperymentu co$ zrobit, albo tego nie zrobil. Oznacza to,
ze zmienna zalezna w tych eksperymentach ma charak-
ter nominalny, a konkretnie dychotomiczny. Zdarzaja si¢
oczywiscie eksperymenty, w ktorych badani pod wpty-
wem czynnikdw eksperymentalnych przejawiaja jako-
$ciowo rézne rodzaje zachowan (np. agresywne, ulegle
lub asertywne), lecz oznacza to tylko, ze zmienna zalezna
ma w tym przypadku charakter politomiczny (czyli w dal-
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szym ciagu jakosciowy). Czasami eksperymentatorzy tak
planuja eksperymenty, aby uzyskaé ilo$ciowa zmienna
zalezna. Na przyktad w badaniach nad wplywem spo-
lecznym ulegtos¢ bywa mierzona wielko$cig ofiarowane-
go datku wyrazona w pieniadzach (por. Dolinski, 2000).
Jednak nie zawsze taki zabieg jest mozliwy, oprocz tego
wydaje si¢, ze w wielu przypadkach dla weryfikacji hipo-
tezy wazniejszy jest fakt, czy osoba badana zdecydowata
si¢ na dane zachowanie niz to, jak bardzo si¢ w nie zaan-
gazowala.

Stosowanie analizy wariancji w sytuacji, gdy zmien-
na zalezna ma charakter nominalny, jest btedem z kilku
powodow. Po pierwsze, warunkiem stosowania analizy
wariancji jest minimum interwatowy poziom pomiaru
tej zmiennej. Traktowanie zmiennych dychotomicznych
jako mierzonych na skali interwatowej (przyjmujacych
wartosci 01 1) jest powaznym bledem znieksztatcajacym
rzeczywiste relacje migdzy zmiennymi. W takiej sytuacji
nastgpuje przeszacowanie sity zwigzku migdzy zmienny-
mi, co prowadzi do btedu pierwszego rodzaju (Ferguson,
Takane, 1999). Co wigcej, stosowanie tego modelu wy-
maga rownego rozktadu wariancji w grupach, czyli tzw.
homogenicznos$ci wariancji. Nie zawsze ten warunek jest
spetniony, a przy zmiennych zaleznych nominalnych jest
niemozliwy do osiagnigcia (Stanisz, 2000). Najbardziej
problematyczne jest jednak traktowanie zmiennej dycho-
tomicznej jako zmiennej ciagglej. Zmienna zero-jedynko-
wa (np. ulegto$¢) moze przyja¢ dwie i tylko dwie warto-
$ci, bo przeciez nie mozna si¢ ,,troch¢ zgodzi¢” a ,,troche
nie zgodzi¢” na prosbe eksperymentatora, wigc wszystkie
posrednie wartosci dla tej zmiennej (np. 0,4) sa nieosia-
galne w rzeczywistosci.

Problem stosowania metody ANOVA dla dychotomicz-
nych zmiennych zaleznych podjat na poczatku lat 70.
XX w. Lunney (1970). Dowodzit on, ze po zakodowaniu
zmiennej dychotomicznej zero-jedynkowo uzyskiwane
w poszczeg6lnych grupach srednie mozna traktowac jako
prawdopodobienstwo uzyskania przez zmienna zalezna
wartosci 1. Zdawat sobie sprawe, ze dla dychotomicznej
zmiennej wariancja jest bezposrednia funkcja sredniej
arytmetycznej, a przez to rézne prawdopodobienstwa
osiagniecia przez zmienng zalezng wartosci 1 w poszcze-
gblnych porownywanych grupach jest rownoznaczne
z brakiem homogeniczno$ci wariancji. Bedac swiadomy
lamania zatozen analizy wariancji, przeprowadzit proce-
dur¢ Monte Carlo, aby porownac rozktad wspotczynni-
kéw F z tysiaca symulowanych rozktadow z rozktadem
teoretycznym F. Schematy, ktére wprowadzit do proce-
dury Monte Carlo, obejmowaly analizy jedno-, dwu-
i tréjezynnikowe, w ktorych za kazdym razem zmienna
zalezna byta dychotomiczna i zakodowana jako 0 1 1.

Uzyskana zgodnos$¢ rozktadoéw F w zakresie najwyzszych
percentyli pozwolita mu na wyciagnigcie wnioskow, ze
stosujac analize wariancji dla dychotomicznych zmien-
nych wynikowych, nie popeliamy biedu pierwszego
rodzaju, o ile zadbamy o speienie kilku warunkdéw.
Pierwszym i najwazniejszym jest roéwnoliczno$¢ porow-
nywanych grup (procedura Lunneya obejmowala wy-
facznie schematy skorygowane). Drugim jest zachowanie
minimum 20 stopni swobody dla wariancji btedu (jezeli
w grupie, w ktorej wystapito najmniej zachowan kryte-
rialnych — jedynek, proporcja tych zachowan wynosi wie-
cej niz 0,2). Jezeli natomiast proporcja w grupie, w ktorej
zaobserwowano najmniej zachowan kryterialnych jest
bardziej skrajna (tj. mniejsza od 0,2), minimalna liczba
stopni swobody dla wariancji wewnatrzgrupowej musi
wynies¢é 40.

Cytowany powyzej artykut Lunneya stat si¢ dla wielu
badaczy podstawa do stosowania analizy wariancji dla
dychotomicznych zmiennych zaleznych. Opierajac si¢ na
nim, spetniajac niezbyt wysrubowane zalozenia, mozna
bylo w prosty sposob stosowac popularng analize staty-
styczng do mniej ,,standardowych” danych. Jednak juz rok
po ukazaniu si¢ artykutu Lunneya na tamach tego samego
czasopisma (Journal of Educational Measurement) opu-
blikowany zostat krytyczny artykut D’Agostino (1971).
Dowodzi on, ze wprowadzone przez Lunneya do proce-
dury Monte Carlo dane byly symetryczne w obrebie rze-
dow tabeli krzyzowej (podobne proporcje w poszczegdl-
nych celkach), co wyréwnato wariancje, a przez to spo-
wodowato, ze rozktad statystyki F pozostat niezaburzony.
Udowadniajac Lunneyowi tendencyjno$¢, zaproponowat
bardziej poprawng procedur¢ stosowania ANOVY dla
dychotomicznych zmiennych zaleznych. Opierajac si¢ na
analizie statystycznej i przeksztalceniach algebraicznych
testu chi?, pokazal, ze stosowanie surowych zero-jedyn-
kowych zmiennych nie oznacza btedu jedynie dla analiz
jednoczynnikowych, o ile zastosowano duza probe (jej li-
czebnosci jednak D’ Agostino nie precyzuje). Dla modeli
dwuczynnikowych bez efektu interakcyjnego dopuszcza
stosowanie surowych danych zero-jedynkowych, jezeli
w zadnej z podgrup proporcja nie wykracza poza prze-
dziat 0,25-0,75. Jednakze za najbardziej poprawne autor
ten uwaza stosowanie danych dychotomicznych po odpo-
wiednim przeksztalceniu matematycznym. Proponuje on
przeksztatcenie arcus sinus, a jako najbardziej poprawne
— przeksztalcenie logitowe, czyli oparte na wyrazeniach
logarytmicznych.

Dlaczego regresja logistyczna?

Powyzsza dyskusja stracita obecnie racj¢ bytu. Toczyta
si¢ ona w czasach, gdy badacze nie dysponowali alterna-
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tywa wobec analizy wariancji przy stosowaniu dycho-
tomicznych zmiennych zaleznych. Wszystko zmienito
si¢ w latach 70. XX w., chociaz pierwsze prace na temat
zastosowan funkcji logistycznej powstaly juz pod koniec
XIX wieku w srodowisku statystykdw zajmujacych si¢
opisem wlasciwosci demograficznych. Petny model regre-
sji logistycznej zostat opracowany dopiero w 1972 roku.
Opisu tego dokonat D. J. Finney w pracy Probit analysis
(za: Stanisz, 2000). Ta metoda statystyczna znajduje za-
stosowanie wszg¢dzie tam, gdzie zmienna zalezna mierzo-
na jest na skali nominalnej i przyjmuje dwie wartosci, ko-
dowane jako 0 — brak wystapienia pozadanego zjawiska
i 1 — wystapienie danego zjawiska (Hosmer i Lemeshow,
2000). Istnieje rowniez zmodyfikowana wersja klasycznej
regresji logistycznej stosowana przy wielokategorialnych
zmiennych zaleznych — nazywana wielomianowg regre-
sja logistyczng, wykracza jednak poza ramy niniejszego
opracowania.

Najbardziej znana i najprostsza metoda testowania
istotnosci réznic miedzy grupami dla zmiennych kate-
gorialnych — test chi* — znajduje zastosowanie przede
wszystkim w tabelach czteropolowych. Test chi> mozna
stosowaé¢ rowniez dla tabel wielopolowych, lecz jego
wynik staje si¢ w takiej sytuacji trudno interpretowalny
(istotno$¢ testu dotyczy calej tabeli — czyli wszystkich
wartos$ci obu zmiennych). Co wiecej, czgsto zdarza si¢
tak, ze jedna lub dwie celki w tabeli wielopolowej decy-
dujg o istotnosci statystycznej chi?, podczas gdy w pozo-
statych polach liczebnosci pozostaja zblizone. Nie spetnia
przez to wymogdéw stawianych przez badaczy planuja-
cych eksperymenty bardziej ztozone niz obejmujace jed-
na dwukategorialng zmienng niezalezna. Niezbedna staje
si¢ metoda pozwalajaca na calosciowq analiz¢ modelu,
a wigc uwzgledniajaca jednoczesnie kilka zmiennych nie-
zaleznych, niekoniecznie tego samego typu.

Wymogi te spehnia regresja logistyczna. Jest to model
matematyczny, ktérego mozemy uzy¢ w celu opisania
wptywu jednej lub kilku zmiennych niezaleznych na
dychotomiczng zmienng zalezna. Pozwala na wilacze-
nie do modelu zmiennych niezaleznych o charakterze
ilosciowym (mierzonych na skali interwalowej) oraz ja-
kosciowym (mierzonych na skali nominalnej). Warunki
stosowania tej metody obliczeniowej sa znacznie mniej
restrykcyjne niz Ogdélnego Modelu Liniowego. Oprocz
wspomnianej wczesniej dychotomicznosci zmiennej za-
leznej, warunkiem uzycia regresji logistycznej jest dosta-
tecznie duza liczebnos¢ proby. Liczebnos¢ (n) proby musi
by¢ wigksza niz 10 - (k +1), gdzie k jest liczba zmiennych
niezaleznych (Stanisz, 2000).

W dalszej czgsci artykutu zostanie opisany klasycz-
ny, dwumianowy model regresji logistycznej w postaci
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jednoczynnikowej, dwuczynnikowej oraz dwuczynni-
kowej z efektem interakcyjnym. Liczba zaprezentowa-
nych wzordéw oraz opis procedur obliczeniowych zostat
zminimalizowany do wartosci ulatwiajacej zrozumienie
istoty regresji logistycznej, specyficznej dla niej metody
estymacji parametréw, procedury testowania modelu i jej
charakterystyczne wskazniki. Zainteresowani procedura-
mi obliczeniowymi oraz przeksztalceniami wzorow znaj-
da je w pracy Hosmera i Lemeshowa (2000).

Celem autora bylo dostarczenie wiedzy niezb¢dnej do
samodzielnego i $wiadomego korzystania z regresji lo-
gistycznej bazujacej na oprogramowaniu statystycznym.
Pakietem statystycznym uzytym do analizy danych opi-
sanych w niniejszym artykule byl program SPSS w wer-
sji 17.0 PL. Rowniez czytelnicy dysponujacy wczesniej-
szymi wersjami tego programu beda mogli skorzystaé ze
wskazoéwek zawartych w tekscie, o ile pracuja na jego
wersjach 12.0 1 wyzszych. Dotyczy to rowniez nowszych
niz 17.0 wersji pakietu SPSS, ktéry obecnie zostat prze-
mianowany na PASW. Czytelnicy korzystajacy z pakietu
STATISTICA informacje niezbedne do stosowania anali-
zy regresji logistycznej w tym programie odnajda w pra-
cy Stanisza (2000). Poniewaz autor ten opisuje model lo-
gistyczny bez efektow interakcyjnych, niniejszy artykut
pozostaje przydatny rowniez dla uzytkownikdéw pakietu
STATISTICA. Bazy danych wykorzystane do przyktado-
wych obliczen zostaty umieszczone na serwerze UMCS,
a ich doktadne adresy url zostaty podane w dalszej czesci
tekstu.

Model regresji logistycznej
Caly rachunek regresyjny opiera si¢ na rownaniach
funkcji matematycznych. Rodzaj regresji wynika z rodza-
ju funkcji, na ktdrej jest oparta. Najpowszechniej stoso-
wana regresja liniowa wykorzystuje rownanie prostej:

(1) Mx)=ax+b

W modelu regresji liniowej do zbioru danych empi-
rycznych (naniesionych w postaci punktéw na uklad
wspotrzednych) dopasowywana jest metoda najmniej-
szych kwadratow linia prosta najlepiej obrazujaca zalez-
no$¢ miedzy zmiennymi. Linia prosta stanowi najwygod-
niejszy sposob przedstawienia relacji migdzy zmiennymi
w badaniach psychologicznych, nie zawsze jednak odda-
je rzeczywiste relacje. W wielu przypadkach zaleznosci
miedzy zjawiskami nie majq charakteru prostoliniowego,
lecz krzywoliniowy (typowym przykladem jest prawo
Yerkesa-Dodsona). Model regresji nieliniowej rézni si¢
od modelu liniowego rodzajem funkcji matematycznej
(regresja nieliniowa obejmuje takie rodzaje funkcji mate-
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matycznych, jak funkcja potggowa, kwadratowa, wyktad-
nicza, wielomianowa, hiperboliczna) oraz metoda estyma-
¢ji parametrow funkcji (przy regresji logistycznej stosuje
si¢ metod¢ maksymalnej wiarygodnosci — ang. maximum
likelihood). Najpros$ciej rzecz ujmujac, w modelu regresji
nieliniowej do danych empirycznych dopasowywana jest
krzywa (wyrazona rownaniem funkcji matematycznej),
ktora najlepiej obrazuje zalezno$¢ migdzy zmiennymi.

Poniewaz regresja logistyczna oparta jest na wyra-
zeniach logarytmicznych, warto w tym miejscu przy-
pomnie¢, czym jest logarytm i logarytm naturalny.
Logarytm liczby N jest to wyktadnik potegi (x), do ktorej
nalezy podnies¢ stata wartos¢ podstawowa (podstawe lo-
garytmu — a), aby otrzymac¢ N (Bronsztajn i Siemiendia-
jew, 1970). Wyrazenia logarytmiczne zapisuje si¢ w po-
staci log,N = x, co jest rOwnowazne z roOwnaniem a*= N.
W rachunku prawdopodobienstwa i statystyce znajduje
zastosowanie szczegolny rodzaj logarytmu, a mianowi-
cie logarytm naturalny, inaczej nazywany logarytmem
Nepera lub hiperbolicznym. Jest to logarytm, w ktorym
jako podstawe (a) stosuje si¢ tzw. liczbe¢ Eulera, sym-
bolizowana matq litera e. Wartos¢ liczby Eulera wyno-
si w przyblizeniu 2,71828. Logarytm naturalny zapisuje
si¢ w postaci In N, co jest rtOwnowazne z zapisem log.N,
gdzie e = 2,71828. Jest to o tyle wazne, ze analizujac wy-
druki programéw statystycznych dotyczace regresji logi-
stycznej, spotkamy si¢ czesto z wyrazeniem Exp (B), co
oznacza funkcje wyktadnicza wyrazenia B! o podstawie
e, czyli eB.

Model regresji logistycznej oparty jest na funkcji logi-
stycznej. Funkcja ta okreslona jest wzorem (Hosmer i Le-
meshow, 2000):

2 f@=

z

e
1+¢°

Funkcja logistyczna przyjmuje wartosci z przedziatu
<0; 1 >, przy czym 0 i 1 sg wartosciami brzegowymi
osigganymi w +oo i —oo (Rysunek 1). Ma ona ksztalt wy-
dtuzonej litery S, a jej wartosci dla wzrastajacych warto-
$ci x rosng od —oo bardzo powoli, do momentu osiagnigcia
wartosci progowej. Po przekroczeniu wartosci progowej
wartosci funkcji rosng gwattownie, by ponownie ustabi-
lizowac¢ si¢ okoto wartosci 1 (powoli zblizajac sie do tej
wartosci w +o0).

Funkcja ta jest szczegoélnie przydatna przy analizie
danych kategorialnych z dwdéch powodow. Po pierwsze,
przyjmuje wartosci z przedzialu < 0; 1 >, moze wigc opi-
sywaé wartosci prawdopodobienstwa wystapienia badz
niewystapienia jakiego$ zjawiska (prawdopodobienstwo
przyjmuje wartosci z przedziatu 0-1). Po drugie, zmien-
na zalezna dychotomiczna przyjmuje tylko dwie warto$ci

Wartos¢
progowa

Rysunek 1.
Posta¢ funkcji logistycznej.

(kodowane najczesciej 0 1 1), przy czym pierwsza war-
to$¢ oznacza zwykle brak wystepowania jakiego$ zjawi-
ska (np. brak ulegtosci na wplyw), a druga oznacza, ze
dane zjawisko miato miejsce (np. fakt uleglosci wobec
wywieranego wplywu spotecznego).

Réwnanie regresji logistycznej, podobnie jak rowna-
nie regresji liniowej (Ferguson i Takane, 1999) pozwala
na obliczenie wartosci oczekiwanej zmienne]j zaleznej.
Poniewaz model regresji logistycznej dotyczy dwukate-
gorialnych zmiennych zaleznych (czyli przyjmujacych
jedynie dwie wartosci: 01 1), wartos¢ oczekiwana zmien-
nej zaleznej Y’ zostala zastapiona wartoscia warunkowe-
go prawdopodobienstwa, ze zmienna zalezna Y przyjmie
warto§¢ 1 dla zmiennych niezaleznych xi,x,, ...xx.
Z wiasnosci funkcji logistycznej wynika, ze obie te war-
tosci (wartosci oczekiwane zmiennej Y’ oraz warunkowe
prawdopodobienstwo przyjecia wartosci 1) sg rowne.
Stad model regresji logistycznej mozna wyrazi¢ rowna-
niem (Kleinbaum i Klein, 2002):

ea+2 Bix;
1+ eMZﬁ i

gdzie: P(Y' = 1|x1 ,X,,...X, ) — warunkowe prawdopodo-
biefistwo osiagnigcia przez zmienng zalezng wartosci 1
przy konkretnych wartosciach zmiennych x;, x, ...x;

o — stata regresji dla regresji logistycznej

fi — wspotczynnik regresji logistycznej dla i-tej zmiennej
niezaleznej

x; — 1-ta zmienna niezalezna

(B PY'=1|x,%,,...x,) =

Metody estymowania parametrow
i testowania hipotez

Metoda najwigkszej wiarygodnoSci
(ML — maximum likelihood)

Dla obliczenia wspotczynnika P z réwnania (3) nie-
zbgdne jest oszacowanie wielkosci stalej regresji dla
regresji logistycznej (o) oraz wspdtczynnikdw regresji
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logistycznej (f;). W modelu regresji liniowej stata regre-
sji (&) oraz wspotczynnik regresji (f) estymowany jest
metoda najmniejszych kwadratow. Metoda ta nie znaj-
duje zastosowania w przypadku regresji logistycznej ze
wzgledu na brak liniowosci rozkladu zmiennej zalez-
nej. Wspdtczynniki regresji logistycznej estymowane
sa metoda najwigkszej wiarygodnosci (ang. maximum
likelihood). Algorytm obliczeniowy metody najwickszej
wiarygodnosci opiera si¢ na wielokrotnym estymowaniu
wszystkich wspotczynnikoéw regresji, tak by zmaksyma-
lizowa¢ prawdopodobienstwo uzyskania takich wynikow,
jakie osiagnigto w badanej probie (Hosmer i Lemeshow,
2000). Wzor obliczeniowy uwzglednia taczone prawdo-
podobienstwo dla przypadkow kryterialnych (czyli dla
tych, dla ktorych zmienna zalezna osiagneta w probie
wartos$¢ 1) 1 przypadkow niekryterialnych (tych, dla kto-
rych zmienna zalezna wynosila 0). Ta metoda estymacji
parametrow wymaga bardzo zmudnych i skomplikowa-
nych obliczen (oznacza wielokrotne mnozenie wspol-
czynnikéw prawdopodobienstwa dla réznych wartosci
parametrow az do osiagnigcia najwigkszego iloczynu
— maksymalnej wiarygodnosci), obecnie wykorzystuje
si¢ wigc w tym celu odpowiednie oprogramowanie sta-
tystyczne.

Istnieja dwie odrgbne formuty estymowania wspot-
czynnika najwigkszej wiarygodnosci (Kleinbaum i Kle-
in, 2002). Metoda bezwarunkowa (unconditional) jest
metodg prostsza i stosuje si¢ ja w sytuacjach, gdy liczba
zmiennych w modelu jest stosunkowo niewielka w po-
réwnaniu do liczebnosci proby. Metode warunkowa (con-
ditional) stosujemy dla danych zaleznych 1 wszgdzie tam,
gdzie liczba zmiennych w modelu jest stosunkowo duza.
Literatura przedmiotu nie podaje konkretnej wartosci, przy
ktorej zmiennych w modelu jest juz zbyt duzo, aby mozna
byto stosowaé formutg bezwarunkowa. Jednakze w typo-
wych dla psychologii eksperymentalnej sytuacjach, czyli
przy danych niezaleznych, kilku predyktorach oraz efek-
tach interakcyjnych mozemy z powodzeniem stosowaé
model bezwarunkowy. Kleinbaum proponuje (Kleinbaum
i Klein, 2000), aby w sytuacjach dyskusyjnych stosowac
model warunkowy, gdyz jest modelem niecobcigzonym.
Jeszcze kilka lat temu pakiety statystyczne nie pozwalaly
na proste stosowanie formuly warunkowej (np. w pakie-
cie SPSS nalezato po specjalnym przeksztatceniu danych
stosowac regresje Coxa nalezaca do statystyk z grupy
analiz przezycia, gdyz standardowa regresja logistyczna
w tym programie umozliwiata jedynie stosowanie mode-
Iu bezwarunkowego). Obecnie problem ten przestat ist-
nie¢ — najnowsze wersje pakietu SPSS oferuja dwie meto-
dy doboru zmiennych do modelu oparte na warunkowych
ocenach parametréw ilorazu wiarygodnosci.
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Horaz wiarygodnoSci (LR — likelihood ratio)

Wynikiem estymacji przeprowadzonej metoda naj-
wigkszej wiarygodnosci jest: (a) warto$¢ wspotczynni-
ka najwigkszej wiarygodno$ci (oznaczonego jako L),
(b) macierz wariancji—kowariancji dla wyestymowanych
wspolczynnikow regresji (przydatna przede wszystkim
przy obliczaniu przedziatow ufnosci) oraz (c) lista zmien-
nych w modelu z odpowiadajacymi im wyestymowanymi
wspotczynnikami regresji oraz wartosciami btedow stan-
dardowych (Kleinbaum i Klein, 2002).

W tym momencie najwazniejsze dla badacza bedzie
to, czy zmienne wprowadzone do modelu istotnie wpty-
waja na zmienng wynikowa (zalezng). Literatura opisuje
dwa podejscia do testowania istotnosci wspotczynnikow
regresji logistycznej: obliczanie ilorazu wiarygodnosci
(likelihood ratio — LR) dla catego modelu oraz obliczanie
warto$ci statystyki Walda dla kazdej sktadowej osobno
(zmiennej w modelu lub ich interakcji).

Pod wzgledem statystycznym bardziej poprawne jest
stosowanie obliczania ilorazu wiarygodnosci, gdyz uwz-
glednia on istotno$¢ catego modelu, a nie tylko pojedyn-
czych, wyizolowanych parametréw. Stosowanie ilorazu
wiarygodnosci nie wyklucza oczywiscie obliczania sta-
tystyk Walda dla konkretnych zmiennych, gdyz dzigki tej
ostatniej mozemy ocenié, ktdre z wprowadzonych zmien-
nych niezaleznych w najwigkszym stopniu wptynely na
zmienng zalezna.

Stosujac iloraz wiarygodnos$ci, odpowiadamy na pyta-
nie, czy model zawierajacy zmienng (zmienne) niezalez-
ne da nam lepsze przewidywanie wynikdéw (czyli np. za-
chowania badanego) niz model niezawierajacy tej (tych)
zmiennej(ych). Obliczanie tego wspdtczynnika oznacza
za kazdym razem poréwnanie dwdch wartosci statystyki
wiarygodnosci, a konkretnie jej szczegolnej postaci, czy-
li zlogarytmizowanej wartosci statystyki wiarygodnosci
pomnozonej przez warto$¢ —2 (-2 logarytm wiarygodno-
$ci — log likelihood). Nie jest przedmiotem tego artykutu
szczegOlowe wyjasnianie, dlaczego wspotczynnik wiary-
godnosci przedstawiany jest w takiej formie, zaintereso-
wanych odsytam do pracy Hosmera i Lemeshowa (2000).
Za wyjasnienie niech postuzy fakt, ze rozktad wspotczyn-
nika wiarygodnosci w tej postaci pokrywa si¢ z rozkta-
dem chi? i dzigki temu jest dosy¢ tatwy w interpretacii.
Warto w tym miejscu dodac, ze logarytm wiarygodnosci
jest odpowiednikiem sumy kwadratéw dla reszt z regresji
liniowej, to znaczy informuje o tym, jak wiele informacji
o wariancji zmiennej zaleznej pozostaje niewyjasnionych
po dopasowaniu modelu regresyjnego (Field, 2005). Stad
wysokie warto$ci logarytmu wiarygodnosci oznaczaja
stabo dopasowany model regresyjny, gdyz im wyzsza
jego wartos¢, tym wigcej zmienno$ci zmiennej zaleznej
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pozostaje niewyjasnionych. Obliczajac iloraz szans, po-
rownujemy logarytm wiarygodnosci dla modelu zredu-
kowanego (mniejszy model, zawierajacy mniejsza liczbe
zmiennych niezaleznych) z logarytmem wiarygodnosci
dla modelu pelnego (wigkszy model, zawierajacy wigcej
zmiennych niezaleznych). Zwykle poréwnujemy modele
rozniagce si¢ od siebie jedng zmienng niezalezna, po to,
by sprawdzié, czy dodana zmienna istotnie zwigksza traf-
nos$¢ przewidywan modelu (Kleinbaum i Klein, 2002).
Wzébr na iloraz wiarygodnosci ma postac:

(4) LR=-2InL,— (2InL,)

Rozktad wartosci ilorazu wiarygodnosci jest zgodny
z rozktadem chi?> z tyloma stopniami swobody, iloma
zmiennymi réznily si¢ model pelny od modelu zreduko-
wanego. Do niedawna obliczanie ilorazu wiarygodnosci
w pakietach statystycznych polegato na rgcznym definio-
waniu modelu pelnego 1 zredukowanego, wprowadzaniu
obu metodg krokowa, a nastgpnie odczytywaniu wartosci
logarytmu wiarygodnosci, odejmowanie tych wartosci,
aby w koncu otrzymang réznicg odnies$¢ do tablic rozkta-
du chi? (pamigtajac, ze roznica —2 logarytmu wiarygodno-
$ci ma rozktad chi? z liczbg stopni swobody rowna liczbie
parametrow rozniacych model pelny od modelu zreduko-
wanego). Obecnie mamy do dyspozycji metody selekcji
postepujacej i eliminacji wstecznej oparte na ilorazie wia-
rygodnosci (cata procedura zostata zautomatyzowana).

Wspélezynnik Walda (Z-Walda)

Inna metoda testowania hipotez w regresji logistycznej
jest wspotczynnik Walda (Z). Stosowany jest do testowa-
nia hipotez zerowych dla wspolczynnikow regresji logi-
stycznej kazdej zmiennej w modelu (hipotez o zerowej
wartosci wspolezynnika regresji, czyli o braku wplywu
predyktora na zmienng wynikowa Hy: f; = 0). Rozktad
wspotczynnika Walda jest w przyblizeniu zgodny z roz-
ktadem normalnym w duzych prébach. Natomiast roz-
ktad wspodtczynnika Walda podniesionego do kwadra-
tu (Z?) zgodny jest z rozktadem chi? z jednym stopniem
swobody. W wigkszo$ci programdw statystycznych (row-
niez w SPSS) wspolczynnik Walda przedstawiony jest
w formie podniesionej do kwadratu, stad czgsto mowi
si¢ 0 wspotczynniku chi? Walda. Wzdr obliczeniowy dla
wspotczynnika Walda jest bardzo prosty i opiera si¢ na
juz wyestymowanych wspdtczynnikach regresji oraz ich
btedach standardowych (Hosmer i Lemeshow, 2000):

B

Wald(Z)=—

SE,

©)

Jednoczynnikowa analiza regresji logistycznej
dla predyktora dychotomicznego

Rozwazmy prosty przyktad jednoczynnikowej regresji
logistycznej. Pod adresem http://spoleczna.umcs.lublin.
pl/pliki/logistycznal.sav znajduje si¢ baza danych pro-
gramu SPSS zawierajaca dane z przyktadowego ekspe-
rymentu z dziedziny wplywu spotecznego. Wyobrazmy
sobie prosty eksperyment, w ktérym probowalismy prze-
kona¢ badanych do spetnienia prosby albo formutujac ja
bez zadnego kontekstu (warunek kontrolny), albo poprze-
dzajac ja duzq prosba, na ktérg w zdecydowanej wigkszo-
$ci badani nie beda sktonni si¢ zgodzi¢ (warunek techniki
,»Drzwi zatrza$nietych przed nosem”). W bazie danych
znajdziemy zmienng niezalezna DITF (od Door In the
Face) przyjmujacq dwie wartosci: 0 dla grupy kontrol-
nej 1 1 dla grupy eksperymentalnej oraz dychotomiczng
zmienng zalezng Ulegtos¢ (o wartosciach: 0 — brak zgody,
1 —zgoda).

System kodowania zmiennych nie jest sprawa dowolna.
Zmienna zalezna niekoniecznie musi zosta¢ zakodowa-
na jako 01 1, gdyz SPSS przekodowuje zmienng zalezng
zakodowang w inny niz zero-jedynkowy sposdb. Wazne
jest, aby kategoria diagnostyczna miata warto$¢ wyzsza
niz niediagnostyczna. W naszym przyktadzie zatem mo-
gliby$Smy zakodowac brak zgody jako 15, a zgodg jako 49
(gdyz SPSS przypisatby jedynke wyzszej wartosci — czyli
zgodzie), natomiast niepoprawne bytoby zakodowanie
braku zgody jako 1, a zgody jako 2. Zmienna niezalez-
na w naszym przyktadzie réwniez jest zmienng nominal-
ng (i do tego dychotomiczna), dlatego takze musi zostaé
zakodowana. Ponownie stosujemy kodowanie zero-je-
dynkowe (jest to o tyle wazne, ze zakodowanie w inny
sposdb zmienia wspolczynniki regresji, a takze wartos¢
ilorazéw szans dla zmiennych).

Z menu programu SPSS wybieramy Analiza — Regresja
— Logistyczna, zmienng Ulegtos¢ wprowadzamy jako
zalezna, zmienng DITF (Manipulacja) jako wspotzmien-
na. Dla jednoczynnikowej regresji logistycznej nie ma
wigkszego znaczenia, jaki sposob wprowadzania danych
do modelu wybierzemy. Poniewaz jednak chcielibysmy
sprawdzi¢ istotno$¢ wspolczynnikow regresji  obiema
metodami (poprzez iloraz wiarygodnos$ci i wspdtczynnik
Walda) wybieramy metode selekcji postepujacej opartej
na ilorazie wiarygodnosci. Nastgpnie uruchamiamy ana-
lizg. W edytorze raportéw znajdujemy na poczatku infor-
macj¢ o wprowadzonych danych oraz sposob, w jaki pro-
gram zakodowal warto$ci zmiennej zaleznej (zwrdc¢my
na to uwage, pamigtajac o informacjach z poprzedniego
akapitu). Nastepnie SPSS generuje wyniki dla bloku (mo-
delu) zerowego, czyli modelu zawierajacego tylko i wy-
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lacznie staly regresji, z wylaczeniem wszystkich predyk-
torow. Dla modelu zerowego SPSS nie oblicza wartos$ci
statystyki wiarygodnosci, stad nie znalazta si¢ tam tabela
,Model — podsumowanie”.

Interesujace nas informacje znalazty si¢ w kolejnym blo-
ku (Bloku 1), opisujacym model zawierajacy nasza zmien-
ng niezalezna. Tym razem mamy mozliwos$¢ zapoznania si¢
z wartoscia statystyki —2 logarytm wiarygodnosci, bedaca
odpowiednikiem statystyki R? w klasycznej regresji linio-
wej. Poniewaz warto$¢ logarytmu wiarygodnosci nie jest
tak intuicyjnie interpretowalna, jak warto$¢ statystyki R?,
SPSS podaje warto$ci tzw. pseudo-R2. Statystyka R? Coxa
i Snella oparta jest na wartosci logarytmu wiarygodnosci
dla uzyskanego modelu, poréwnanego z logarytmem wia-
rygodnosci dla modelu zerowego z uwzglegdnieniem wiel-
kosci proby (Field, 2005). Poniewaz nie osiaga ona nigdy
teoretycznego maksimum rownego 1, program zawiera
rowniez modyfikacje tego wspotczynnika w postaci R?
Nagelkerkego. Sposob interpretacji tych wspotczynnikow
jest analogiczny jak przy regresji liniowej, informujac nas
o stopniu, w jakim otrzymany model wyjasnia wariancjg
zmiennej zalezne;.

»Tabela klasyfikacji” pozwala wnioskowa¢ o stopniu
dopasowania modelu do rzeczywistych danych. Sa w niej
zestawione wartosci obserwowane z przewidywanymi na
podstawie otrzymanego modelu. Dla naszych danych ob-
serwujemy podobna traftho$¢ modelu w przypadku prze-
widywania zgody na prosbe (wartos$¢ kryterialna) i odmo-

Tabela 1.

Warto$¢ logarytmu wiarygodno$ci oraz pseudo-R? dla
modelu jednoczynnikowego z predyktorem dychotomicz-
nym

Model — podsumowanie

Krok -2 logarytm R kwadrat Coxa R kwadrat
wiarygodnosci i Snella Nagelkerkego
1 74,843 0,129 0,172
Tabela 2.
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wy spelnienia prosby. Procent poprawnych klasyfikacji
dla modelu wynosi w tym przypadku 68,3%.

Najwazniejsza czgscia wynikow jest tabela ,,Zmienne
w modelu”, ktérej budowa przypomina odpowiednia ta-
bele dla regresji liniowej. Zawarte sa w niej wspotczynni-
ki regresji, btedy standardowe tych wspolczynnikow oraz
wspotczynniki Walda wraz z istotnosciami.

Whikliwy czytelnik (dysponujacy kalkulatorem) moze
si¢ zorientowaé, ze wartos¢ podawana przez SPSS jako
wspoOlczynnik Walda jest tak naprawde wartoscia chi?
Walda, czyli wspotczynnikiem Walda podniesionym do
kwadratu (Z?). Z punktu widzenia testowania hipotezy
o wplywie zmiennej niezaleznej (manipulacji ekspery-
mentalnej) na ulegtos¢ odrzucamy hipotezg zerowsq o bra-
ku wptywu — ktora jest jednoznaczna z hipoteza o zero-
wej wartosci wspolezynnika regresji dla tej zmiennej,
1 przyjmujemy hipotez¢ alternatywna, §wiadczaca o tym,
ze manipulacja eksperymentalna wptyneta na ulegtosé.

Podstawiajac wartosci estymowanych wspotczynnikow
regresji do wzoru funkcji regresji logistycznej (3), otrzy-
mujemy:
ea+ﬁﬁ
P(Y'=1|x) = 1

ea+ﬂq

~0,693+1,54x,

P(Y' =1|x)=

—0,693+1,54
1+e &

Aby obliczy¢ przewidywane (na podstawie modelu)
prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia kryterialne-
go zmiennej zaleznej, musimy podstawié¢ do powyzszego
wzoru konkretng warto$¢ zmiennej niezaleznej. Chcac
obliczy¢ oczekiwane prawdopodobienstwo ulegtosci
w grupie eksperymentalnej, za x| podstawiamy wartos¢ 1
(zgodnie z tym, jak zakodowali§my zmienne). Za pomoca
kalkulatora naukowego (musi zawiera¢ funkcje logaryt-
miczne) otrzymano przewidywane prawdopodobienstwo
ulegtosci w grupie eksperymentalnej rowne w przybli-
zeniu 0,70, czyli okoto 70%. W grupie kontrolnej (za x;
podstawiamy 0) prawdopodobienstwo to wynosi 0,33,
czyli okoto 33%.

Wartosci wspotczynnikow regresji dla modelu jednoczynnikowego z predyktorem dychotomicznym

Zmienne w modelu

B Blad standardowy Wald daf Istotnos¢ Exp(B)
Krok 12 DITF 1,540 0,556 7,686 1 0,006 4,667
Stata —-0,693 0,387 3,203 1 0,074 0,500

4 — zmienne wprowadzone w kroku 1: DITF
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Ostatnia tabela raportu — ,,Model po usunigciu sktad-
nikdw” zawiera wyniki ilorazu wiarygodnosci (LR), po-
rownujacego w tym przypadku model pelny, zawierajacy
zmienna niezalezng z modelem zredukowanym, zawiera-
jacym tylko stalg regresji. Warto$¢ ilorazu wiarygodnosci
znajdziemy w kolumnie ,,Zmiana w wartosci —2 logarytm
wiarygodnosci”, a wynosi ona 8,268 przy jednym stopniu
swobody (model pelny od modelu zredukowanego réznit
si¢ jedng zmienng) i jest istotna statystycznie na poziomie
p =0,004. Mozna zauwazy¢, ze wartos¢ LR jest zblizona
do wartosci statystyki Walda. Nie jest to przypadek, gdyz
oba wspolczynniki testowaly istotno$¢ jednego i tego sa-
mego parametru i oba wspdtczynniki opierajg si¢ na roz-
ktadzie chi?.

Opisujac zawartos¢ tabeli ,,Zmienne w modelu”, nie
wspomniano o wartosciach ostatniej kolumny, oznaczo-
nej jako Exp(B), a rdwnoznacznej z funkcja wykladnicza
odpowiedniego wspoétczynnika regresji o podstawie e.
Jest to warto$¢ o tyle wazna, ze jest ona réwna wartosci
ilorazu szans dla tego predyktora.

Pojecie ilorazu szans (odds ratio)

W modelu regresji logistycznej, podobnie jak w regre-
sji liniowej, podstawowe znaczenie majg wyestymowane
wartosci wspotczynnikdw regresji logistycznej (81, fa,
..., ), stalej regresji () oraz ich statystyczna istotno$é.
Wspotczynniki regresji logistycznej nie stanowig jednak
miary, ktora w obrazowy sposob przedstawia zaleznos¢
migdzy zmiennymi. W modelu regresji liniowej jako
miary wptywu zmiennych niezaleznych na zalezna uzy-
wany jest wspotczynnik determinacji R2. Model regresji
logistycznej nie pozwala na oszacowanie wspotczynnika
determinacji, umozliwia jednak obliczenie innego pa-
rametru — tzw. ilorazu szans (odds ratio). Pod pojeciem
szansy rozumie si¢ stosunek prawdopodobienstwa, ze
dane zjawisko wystapi (np. ze dana osoba spelni pros-
be eksperymentatora) do prawdopodobienstwa, ze dane
zjawisko nie wystapi (np. ze dana osoba odmowi prosbie
eksperymentatora). Szans¢ wystapienia danego zjawiska
w przypadku A okresla si¢ wzorem (Stanisz, 2000):

©) p(4)  _ p(4)
p (nied) 1-p(4)

Gdy w 30-osobowej grupie 0s6b badanych 6 0séb spet-
ni prosbe eksperymentatora, prawdopodobienstwo wysta-
pienia zjawiska dla tej grupy p(A) wynosi 6/30 = 0,2; stad
szansa spelnienia prosby eksperymentatora w tej grupie
wynosi S(A) = 0,2/(1-0,2) = 0,25, czyli V4. Mozemy wigc
powiedzie¢, ze prawdopodobienstwo spetnienia prosby
eksperymentatora rowna si¢ ¥ prawdopodobienstwa od-
moéwienia tej prosbie, ewentualnie, ze prawdopodobien-

S(A4) =

stwo odmowy prosbie eksperymentatora jest 4 razy wigk-
sze niz prawdopodobienstwo jej spetnienia. Iloraz szans
odnosi si¢ do sytuacji, gdy wystepowanie danego zjawiska
badane jest w dwoch niezaleznych grupach. Wyraza si¢ on
stosunkiem szansy wystapienia tego zjawiska w grupie A,
czyli S(A), do szansy wystapienia tego zjawiska w grupie
B, czyli S(B). Wzor na iloraz szans przyjmuje postaé:

_SMA) __pA) | pB
" S(B) 1-p(4) 1-p(B)

gdzie: OR, . g — iloraz szans (odds ratio) dla grup A1 B

(7

Przyktadowo, jezeli oprocz wspomnianej wyzej 30-
-osobowej grupy badanych, w ktorej tylko 6 oséb ule-
glo prosbie eksperymentatora, w planie badawczym
uwzgledniono druga, 30-osobowa grupe 0sob (np. w kto-
rej prosbe eksperymentatora poprzedzono odpowiednig
manipulacja eksperymentalng) i w grupie tej prosbie ba-
dacza uleglo 22 uczestnikow, szansa spelnienia prosby
eksperymentatora wynosi dla tej grupy S(B) =0,73 /0,27
= 2,70. Wartosci szans podstawia si¢ do wzoru na iloraz
szans w ten sposob, ze w liczniku znajduje si¢ wartosé
szansy tej grupy, w ktdrej zaktadamy oddziatywanie eks-
perymentalne. W naszym przypadku jest to grupa B, stad
iloraz szans dla grup B i A wynosi ORgs = S(B) / S(A)
=2,70/0,25 = 10,8. Oznacza to, ze szansa na uzyskanie
zgody na prosbe eksperymentatora jest prawie 11 razy
wigksza w grupie z wprowadzong manipulacja ekspe-
rymentalng niz w grupie pozbawionej manipulacji eks-
perymentalnej. Gdy otrzymany iloraz szans przekracza
warto$¢ 1, oznacza to, ze szansa wystgpienia danego
zdarzenia jest wigksza w grupie pierwszej (z licznika)
niz w grupie drugiej (z mianownika). Przy warto$ciach
OR <1 zaleznos$¢ jest odwrotna.

Wzor (7) pozwala jedynie na obliczenie ilorazu szans
dla proby. Jezeli chcemy otrzymaé wartos$ci ilorazu szans
dla populacji, musimy oprze¢ si¢ na wyestymowanych
wspolczynnikach regresji. Obliczanie ilorazéw szans
w modelu regresji logistycznej opiera si¢ na tzw. logi-
towej postaci funkcji logistycznej (Kleinbaum 1 Klein,
2002). Przedstawienie przeksztatcenia logitowego wraz
z jego zwiazkiem ze wspodtczynnikiem ilorazu szans
z pewnoscia podniostoby swiadomos¢ metodologiczng
Czytelnika, jednakze nie jest niezbedne do prawidlowego
stosowania regresji logistycznej i trafnej jej interpretacji.
Zainteresowanych odsytam do opracowania Kleinbauma,
w literaturze polskojezycznej przeksztatcenie to znajdzie-
my w ksigzce Stanisza (2000). Gléwnym powodem sto-
sowania przeksztatcenia funkcji logistycznej w forme lo-
gitowa jest umozliwienie wyrazenia tej funkcji w formie
réwnania przedstawiajacego zmienne niezalezne w rela-
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cji liniowej, mimo ze obiektywnie ich zalezno$¢ jest nieli-
niowa (Field, 2005). Jak byto juz wspomniane wczesniej,
iloraz szans poréwnuje szanse wystapienia zjawiska (czyli
przyjecia przez zmienng zalezng wartosci kryterialnej — 1)
w dwoch grupach. Przy jednej dychotomicznej zmiennej
niezaleznej istnieje tylko jedno takie porownanie (zwykle
oznacza ono poréwnanie grupy eksperymentalnej z grupa
kontrolna). Jezeli natomiast w naszym modelu jest wigcej
zmiennych niezaleznych i do tego przyjmujacych wigcej
wartosci, mozliwych do obliczenia ilorazéw szans staje
si¢ tyle, ile istnieje mozliwych kombinacji tych zmien-
nych dla dwoch grup. Gdybysmy np. oprécz wspomnia-
nej zmiennej wprowadzili do modelu trojkategorialng
zmienng ,,nastroj” (pozytywny, neutralny i negatywny)
moglibysmy obliczy¢ trzy rozne ilorazy szans zalezne
od nastroju badanych osoéb. Po dodaniu kolejnej zmien-
nej liczba mozliwych do obliczenia wspotczynnikow OR
wzrasta w zaleznosci od liczby wartosci, ktore przyjmuje
ten nowy czynnik. Liczba mozliwych wspdtczynnikow
OR staje si¢ szczegdlnie duza, gdy jako predyktor wia-
czymy do modelu zmienng ilosciowa (np. wynik standa-
ryzowanego narzedzia psychologicznego). Ogolny wzor
na iloraz szans dla dwoch dowolnie zdefiniowanych grup
ma posta¢ (Kleinbaum i Klein, 2002):

2[3, (xqi=xp;)

8) OR

axp =€
gdzie: x,; oznacza warto$¢ i-tej zmiennej niezaleznej
w grupie A

Xp; 0znacza wartos¢ i-tej zmiennej niezaleznej w grupic B
P oznacza wspotczynnik regresji dla i-tej zmiennej nie-
zaleznej

Warto zwrdci¢ uwagg, ze we wzorze na iloraz szans nie
wystepuje stata regresji (o). Wzor (8) na iloraz szans znaj-
duje zastosowanie w modelach wieloczynnikowej regre-
sji logistycznej, ale bez efektow interakcyjnych.

Powr6émy jeszcze na chwilg do jednoczynniko-
wej regresji logistycznej i naszego prostego ekspe-
rymentu z ,,Drzwiami zatrzasnigtymi przed nosem”.
Jednoczynnikowa regresja logistyczna z dychotomicz-
na zmienng niezalezng jest przypadkiem szczegdlnym,
w ktorym wzor na iloraz szans (dla jedynego zresztag moz-
liwego poréwnania grup) ma postac:

9) OR,,=é"

AxB

gdzie: B oznacza wspotczynnik regresji dla predyktora

A poniewaz wyrazenie e” jest réwnoznaczne z wyra-
zeniem exp (B;), ktoére znajdziemy w ostatniej kolumnie
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Tabeli 2 (,,Zmienne w modelu”), wiemy juz, ile wynosi
iloraz szans poréwnujacy ulegto$¢ w grupie eksperymen-
talnej 1 grupie kontrolnej. Na podstawie uzyskanego wy-
niku (OR = 4,667) mozemy stwierdzi¢, ze stosujac tech-
nike ,,.Drzwi zatrzasnietych przed nosem”, mamy prawie
pieciokrotnie wigksza szans¢ na uzyskanie zgody bada-
nych w poréwnaniu do sytuacji, w ktdrej stosujemy tylko
prosbe zasadnicza.

Jednoczynnikowa analiza regresji logistycznej
dla predyktora ilo§ciowego

Zanim wprowadzimy do modelu regresji logistycznej
kolejne zmienne niezalezne dla uzyskania modelu wielo-
czynnikowego, rozwazmy przyktad zmiennej niezaleznej
mierzonej na skali interwatowej. Jak bylo wspomniane,
regresja logistyczna (podobnie jak liniowa) umozliwia
wprowadzanie do modelu zmiennych mierzonych na r6z-
nym poziomie, zarowno jakosciowych (nominalnych),
jak i ilosciowych (interwalowych).

Przypusémy, ze badajac skuteczno$¢ techniki ,,.Drzwi
zatrzasnigtych przed nosem” bierzemy pod uwage moz-
liwos¢, ze ulegtos¢ wobec prosb formutowanych przez
nieznang osob¢ na uczelnianym korytarzu moze by¢ mo-
dyfikowana przez poziom samooceny osdb badanych.
Dlatego w procedurze eksperymentalnej przewidzieliSmy
pomiar samooceny skala SES Rosenberga. Nie wdajac si¢
w szczegoty proceduralne tego fikcyjnego przeciez eks-
perymentu, bierzemy pod uwage dwie zmienne niezalez-
ne — analizowana juz wczesniej manipulacj¢ eksperymen-
talng (zmienna dychotomiczng) oraz poziom samooceny
mierzonej skala SES Rosenberga (zmienna interwatowa).
Sprobujmy na poczatek wprowadzi¢ do modelu regres;ji
logistycznej tylko jeden predyktor — tym razem sama
zmienng samooceny (oznaczong w bazie danych jako
SES). Ponownie wybieramy metode selekcji postepujacej
opartej na ilorazie wiarygodnosci.

Wspodtczynnik regresji f dla zmiennej Poziom samooce-
ny okazat si¢ istotny statystycznie Zfl) =9,436; p=0,002.
Wartos¢ ilorazu szans dla tej zmiennej (OR = 0,847) nie
jest juz niestety tak tatwo interpretowalna, jak bylo to
w przypadku zmiennej zero-jedynkowej. W tym miejscu
konieczne jest doktadniejsze wyjasnienie, czym jest ilo-
raz szans zapisywany przez program SPSS w kolumnie
Exp(B). Jest to iloraz szans dla jednostkowej zmiany war-
tosci zmiennej niezaleznej, czyli mowi o tym, jak zmienia
si¢ szansawystapienia zjawiska kryterialnego, gdy wartosé
zmiennej niezaleznej wzrasta o 1. Przy dychotomicznym
predyktorze taka jednostkowa zmiana wyczerpuje cala
jego zmienno$¢ i oznacza zmiang z 0 do 1 (czyli najcze-
Sciej z grupy kontrolnej do eksperymentalnej). Dla naszej
ilosciowej zmiennej — czyli samooceny mierzonej skala
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Tabela 3.

Warto$ci wspotczynnikow regresji logistycznej dla modelu jednoczynnikowego z predyktorem interwatowym

Zmienne w modelu

B Blad standardowy Wald daf Istotnosé Exp(B)
Krok 1? SES 0,166 0,054 9,436 1 0,002 0,847
Stata 4,651 1,519 9,377 1 0,002 104,665

4 — zmienne wprowadzone w kroku 1: SES

SES — obliczony przez SPSS iloraz szans oznacza, ze gdy
wynik w tescie samooceny Rosenberga wzrasta o 1 szan-
sa spelnienia prosby eksperymentatora spada o ok. 15%
(gdyz OR = 0,847, a wigc jest nizsze od 1). W wigkszosci
przypadkow iloraz szans dla zmiany jednostkowej nie
obrazuje w sposéb komunikatywny wplywu ilosciowej
zmienne] niezaleznej. Wzrost wartosci takiej zmiennej
o0 jedna jednostke jest na tyle mato znaczacy, ze trudny
do interpretacji, poza tym przy zmiennych ilosciowych
o duzym rozstgpie otrzymywane ilorazy szans dla zmiany
jednostkowej sa zwykle bardzo zblizone do wartosci 1.
Dlatego bardziej uzyteczne okazuje si¢ obliczanie ilorazu
szans dla wigkszej niz jednostkowa zmiany predyktora
ilosciowego. Hosmer i Lemeshow proponuja obliczanie
ilorazu szans dla dowolnej zmiany wartosci predyktora,
przez pomnozenie wielkosci tej zmiany przez uzyska-
ny wspotczynnik regresji i podniesienie wartosci liczby
Eulera do uzyskanego iloczynu (Hosmer i Lemeshow,
2000), co mozna wyrazi¢ wzorem:

(10)  OR(x) = e? = exp(xp)

gdzie: OR(x) oznacza iloraz szans dla x-owej zmiany ilo-
Sciowej zmiennej niezaleznej

Gdybysmy chcieli sprawdzié, jaki wplyw na praw-
dopodobienstwa spelnienia prosby eksperymentatora
ma 10-punktowy wzrost wyniku w tescie samooceny
Rosenberga, wystarczytoby podnie$¢ podstawe logaryt-
mu naturalnego (czyli ¢) do potegi 10 - —0,166, co daloby
iloraz szans na poziomie OR(10) = 0,19. Oznacza to, ze
przy wzroscie poziomu samooceny o 10 punktéw w skali
SES, szansa na uleglos¢ wobec prosby eksperymentatora

Tabela 4.

maleje pigciokrotnie. Alternatywnie mozemy skorzystaé
ze wzoru (8) 1 obliczy¢ iloraz szans dla dwoch grup o wy-
branych przez nas warto$ciach zmiennej niezalezne;j.

Popatrzmy jeszcze przez chwilg na ostatnia tabel nasze-
go wydruku SPSS, prezentujacg wyniki ilorazu szans dla
modelu zawierajacego poziom samooceny jako predyktor
ulegtosci na prosbe.

Réznica w warto$ciach statystyki —2 logarytm wiary-
godnosci dla modelu pelnego, zawierajacego zmienna
Poziom samooceny w pordwnaniu z modelem zreduko-
wanym (zawierajacym wylacznie stalg regresji), okazata
si¢ istotna statystycznie i, co cieckawe, wyzsza niz w przy-
padku poprzednio analizowanego modelu zawierajacego
zmienng manipulacji eksperymentalnej technikg ,,Drzwi
zatrzasnigtych przed nosem”. Na pytanie o to, ktory
z tych czynnikow w wigkszym stopniu determinuje ule-
glos¢, odpowiemy, stosujac dwuczynnikows regresje lo-
gistyczng zawierajaca oba analizowane predyktory.

Zanim przejdziemy do obliczania analizy dwuczynni-
kowej zaznaczmy, ze zaprezentowany sposob wprowa-
dzania do regresji logistycznej predyktora ilosciowego
zaktada liniowg zalezno$¢ migdzy ta zmienng a logitowa
postacig zmiennej logistycznej. Poniewaz celowo nie za-
warto w tym artykule szczegotow przeksztatcenia logito-
wego, powyzsze zatozenie najtatwiej bedzie zobrazowaé
przyktadem. W powyzej przedstawionym podejsciu za-
ktadamy, ze jednostkowa zmiana predyktora spowoduje
taka samg zmian¢ w prawdopodobienstwie wystapienia
zdarzenia kryterialnego niezaleznie od bezwzglednej
warto$ci predyktora. Odnoszac to do opisywanego przy-
ktadu, przyjmujemy, ze wzrost wyniku w tescie samooce-
ny Rosenberga o 1 spowoduje taki sam spadek prawdo-
podobienstwa spelnienia prosby eksperymentatora bez

Wartosci ilorazu wiarygodnosci dla modelu jednoczynnikowego z predyktorem interwatowym

Model po usunigciu sktadnikow

Zmienna

SES

Logarytm wiarygodnosci modelu

Krok 1 —41,555

Zmiana w wartosci —2 logarytm wiarygodnosci daf

Istotnos¢ zmiany

12,087 1 0,001
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wzgledu na to, czy bedzie to zmiana z wyniku 12 na 13
czy 39 na 40. Istnieja sposoby estymacji parametrow
uwzgledniajace rowniez zaleznos$¢ nieliniowa, lecz wy-
kraczaja one zdecydowanie poza zakres niniejszego opra-
cowania.

Dwuczynnikowa analiza regresji logistycznej

Dotychczas rozpatrywaliS§my model regresji logistycz-
nej zawierajacy tylko jedna zmienng niezalezng: nominal-
na (dychotomiczna) albo ilo$ciowsq (interwatowa). Teraz
zajmiemy si¢ modelem dwuczynnikowym, ktéry w pro-
sty sposdb moze by¢ rozbudowany o kolejne czynniki,
tworzac model wielozmiennowy. Zasady wprowadzania
1 analizy predyktorow sa takie same dla dwoch, jak i dla
wielu zmiennych, stad przedstawiony przyktad powinien
umozliwi¢ samodzielng analiz¢ wigkszych plandéw ba-
dawczych.

Powrd¢my do naszego przyktadu badan nad wptywem
spotecznym. Procedura eksperymentalna zaktadata ma-
nipulacje kontekstem formutowania prosby (bez pros-
by wstepnej — grupa kontrolna vs. wygdérowana prosba
wstepna — czyli technika ,,Drzwi zatrzasnietych przed
nosem”). Jednoczes$nie kontrolowaliSmy samooceng ba-
danych 0s6b jako potencjalng zmienng modyfikujaca ule-
glos¢ 1 podatnos$¢ na wptyw spoteczny. Oba te czynniki
analizowane w modelu jednozmiennowym okazaty si¢
mie¢ istotny wptyw na poziom ulegtosci osdb badanych.
Poprawnos¢ metodologiczna — w przeciwienstwie do
analiz czastkowych — wymaga stosowania analiz wielo-
zmiennowych dlatego tym razem wprowadzimy do mo-
delu regres;ji logistycznej obie zmienne.

W programie SPSS ponownie wybieramy z menu
Analiza — Regresja — Logistyczna 1 jako wspotzmien-
ne wprowadzamy zmienne DITF i SES. Zmienng zalezng
pozostaje Uleglos¢. Na tym etapie metoda wprowadzania
zmiennych do modelu zaczyna mie¢ wigksze znaczenie
niz przy analizie jednozmiennowej. Metode domyslnie
proponowana przez program SPSS (wprowadzania) wy-
bieramy wtedy, gdy interesuja nas skorygowane wartosci
ilorazéw szans dla wszystkich zmiennych w modelu, bez
wzgledu na to, czy wszystkie predyktory przyczyniaja si¢
W sposéb istotny do wyjasnienia zmienno$ci zmiennej
wynikowej. Nas interesuje model zawierajacy tylko te
zmienne, ktore zwigkszaja trafnos¢ przewidywan wartosci
zmiennej zaleznej w porownaniu do modelu zredukowa-
nego (zerowego), zawierajacego wylacznie stala regresji.
Dlatego ponownie wybieramy metodg selekcji postepuja-
cej opartej na ilorazie wiarygodno$ci. Wtacza ona kolejna
zmienng do modelu, pod warunkiem ze ta nowa zmienna
powoduje istotny wzrost ilorazu wiarygodnosci.
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Blok poczatkowy ponownie zawiera jedynie statg re-
gresji. W pierwszym kroku wprowadzona zostata zmien-
na poziomu samooceny (gdyz byta bardziej istotna sta-
tystycznie). Poniewaz po wprowadzeniu zmiennej DITF
(manipulacji eksperymentalnej) warto$¢ ilorazu wiary-
godnosci nie przekroczyla progu istotnosci domyslnie
okreslonego na poziomie 0,05, drugi predyktor nie zostat
uwzgledniony w modelu. Okazalo si¢, ze model zawiera-
jacy oba predyktory nie pozwalatl przewidywac wartosci
zmienne] zaleznej istotnie lepiej niz model zawierajacy
tylko zmienng SES. Obrazuje to ostatnia tabela wydruku
SPSS.

Niestety, SPSS nie podaje wartosci ilorazu wiarygod-
nosci dla modelu zawierajacego obie zmienne niezalez-
ne. Mozemy je jednak uzyskaé, definiujac model regre-
sji logistycznej recznie w formie krokowej (stepwise).
W pierwszym bloku wprowadzamy model zawierajacy
tylko zmienng zalezng 1 poziom samooceny, w kroku
drugim dodajemy zmienng manipulacji eksperymentalnej
1 uruchamiamy analize. W edytorze raportow odnajdu-
jemy warto$¢ statystyki —2 logarytm wiarygodnosci dla
modelu zredukowanego (zawierajacego tylko zmienng
SES). Wynosi on -2 log L; = 71,024. Warto$¢ tej sa-
mej statystyki dla modelu pelnego (zawierajacego oba
predyktory) wynosi —2 log L, = 67,443. Po podstawie-
niu do wzoru (4) wartos¢ ilorazu wiarygodnosci wynosi
LR =3,581 i przy jednym stopniu swobody (gdyz réznica
mi¢dzy modelem pelnym a zredukowanym wynosi jedna
zmienng) odnosimy ja do tablic rozktadu chi? znajduja-
cych si¢ w wigkszoséci podrecznikow do statystyki. Po
odnalezieniu odpowiedniego rzedu i kolumny w tablicy
rozktadu chi? (Ferguson i Takane, 1999) okazuje sig, ze
otrzymana warto$¢ ilorazu wiarygodnosci nie przekracza
warto$ci krytycznej testu rownej 3,84 (dla poziomu istot-
nosci 0,05 1 jednego stopnia swobody).

Okazuje si¢ wiec, ze ulegtosé wobec prosb jest w wiek-
szym stopniu determinowana poziomem samooceny 0Sob
badanych niz stosowang wobec nich technika ,,Drzwi za-
trzasnigtych przed nosem”. Przy uwzglgednieniu zmiennej
samooceny okazato sig, ze to, czy badany zostat poddany
procedurze ,,Drzwi zatrzasnigtych przed nosem” nie mia-

Tabela 5.
Zmienne niewtaczone do modelu dla dwuczynnikowej regre-
sji logistycznej

Zmienne niewlaczone do modelu

Ocena daf Istotnos¢
Krok 1 Zmienne DITF 3,694 1 0,055
Statystyki ogolne 3,694 1 0,055
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lo takiego wpltywu na ulegtosé, jaki sugerowaty wyniki
jednoczynnikowej regresji logistycznej uwzgledniajacej
wylacznie manipulacj¢ eksperymentalna.

Nie oznacza to oczywiscie, ze stosowanie techniki DITF
nie wptyneto w zaden sposdb na ulegtos¢ badanych osdb.
Zmienna manipulacji eksperymentalnej zostata wytaczo-
na z modelu dwuczynnikowego, chociaz jej wptyw na
zmienng zalezna niewiele odbiegat od wartos$ci progowej
(istotno$¢ na poziomie p = 0,055). W takich sytuacjach
warto przeprowadzi¢ dwuczynnikowq analiz¢ regresji
metoda wprowadzania, gdy obie zmienne sg ,r¢cznie”
wprowadzone do modelu. W ten sposéb otrzymujemy
tzw. skorygowane wspotczynniki regresji logistycznej
1 odpowiadajace im skorygowane ilorazy szans (Hosmer
i Lemeshow, 2000). Taka analiza jest réwnoznaczna
z analiza kowariancji, w ktérej obie zmienne niezalezne
stanowig dla siebie nawzajem kowarianty. Wyjasnijmy to
na naszym przyktadzie (patrz: Tabela 6).

W jednoczynnikowej analizie regresji przeprowadzo-
nej dla zmiennej DITF (manipulacja eksperymentalna)
wspotczynnik regresji wynosit f = 1,54, a iloraz szans dla
grupy eksperymentalnej i kontrolnej wynosit OR =4,667.
Gdy wilaczylismy do modelu poziom samooceny (SES),
stat si¢ on dla zmiennej DITF kowariantem, a w wyni-
ku tego wspotczynnik regresji i iloraz szans spadly od-
powiednio do wartosci f = 1,127 1 OR = 3,118. Oznacza
to, ze gdy uwzgledniamy wytacznie manipulacje ekspery-
mentalng, szansa na ulegtos¢ jest ponad 4,5-krotnie wyz-
sza w grupie eksperymentalnej niz kontrolnej, natomiast
przy kontroli poziomu samooceny ta szansa jest juz tyl-
ko 3-krotnie wigksza, a wynik jest obarczony wigkszym
btedem statystycznym. Efekt, jaki wywiera zmienna SES
na relacje miedzy manipulacja eksperymentalng a ulegto-
$cig, nazywany jest przez epidemiologéw confounding
effect 1 $wiadczy o tym, ze zmienna SES jest skorelowana
zardwno z manipulacja eksperymentalna, jak 1 ze zmien-
ng zalezng (Hosmer i Lemeshow, 2000).

Podobng rolg dla zmiennej SES pelni zmienna DITF
w tym modelu. W modelu zawierajacym wytacznie po-
ziom samooceny badanych wspotczynnik regresji dla tej

Tabela 6.

zmiennej wynosit f =—0,166 a jednostkowy iloraz szans
OR = 0,847. W momencie wiaczenia zmiennej DITF do
modelu wspotezynniki te spadty odpowiednio do wartosci
S =-0,13810R =0,871. Czyli wplyw poziomu samooce-
ny na ulegltos¢ przy kontroli warunku eksperymentalnego
okazat si¢ nieco mniejszy, cho¢ zmiana ta jest praktycznie
nieistotna.

Czg$¢ badaczy (np. Menard) sugeruje, aby stosowaé
metode eliminacji wstecznej zamiast selekcji postepujacej
przy wprowadzaniu zmiennych do modelu. Uzasadniajq
to efektem tlumienia (suppressor effect), jaki jeden z pre-
dyktorow moze wywiera¢ na inny predyktor (Menard,
1995). Efekt ten polega na tym, ze dana zmienna nieza-
lezna réznicuje wartosci zmiennej zaleznej tylko wtedy,
gdy inna zmienna niezalezna utrzymywana jest na tym sa-
mym poziomie. Czyli gdy obie zmienne wprowadzone sa
do modelu w jednym kroku (zmienna ttumiona i zmienna
thumiaca), stajq si¢ one dla siebie kowariantami, a przez
to model ujawnia wptyw zmiennej thumionej na zmienng
wynikowa (gdyz poziom zmiennej thtumiacej jest kontro-
lowany). Gdy natomiast zmienng thumiona wprowadzi si¢
do modelu osobno (we wczesniejszym kroku niz zmien-
na tlumiaca), moze ona nie wykaza¢ istotnego wplywu
na zmienng zalezna i w procedurze selekcji postepujacej
moze zosta¢ wykluczona z analizy.

Test dobroci dopasowania Hosmera i Lemeshowa

Testowanie modelu regresji logistycznej — bez wzgle-
du na to, czy oparte na ilorazie wiarygodnosci (LR), czy
na wartosciach statystyki Walda — odpowiada na pytanie,
czy model zawierajacy predyktory powoduje trafniejsze
przewidywanie warto$ci zmiennej zaleznej niz model za-
wierajacy mniej predyktoréw. Zwykle modelem odniesie-
nia jest model zerowy, zawierajacy wylacznie stalg regre-
sji, czyli oparty na samym rozkladzie zmiennej zaleznej
w probie (bez uwzglednienia predyktordw). Gdy uzy-
skamy satysfakcjonujacq wartos¢ ilorazu wiarygodnosci,
wiemy tylko, ze nasz model zawierajacy X zmiennych
niezaleznych (model pelny) lepiej pozwala przewidywaé
warto$ci zmiennej zaleznej niz model zredukowany, za-

Wspotczynniki regresji dla analizy dwuczynnikowej przeprowadzonej metoda wprowadzania

Zmienne w modelu

B Btad standardowy Wald df Istotnos¢ Exp(B)

Krok 1? DITF 1,137 0,603 3,555 1 0,059 3,118
SES -0,138 0,055 6,372 1 0,012 0,871

Stata 3,299 1,608 4,211 1 0,040 27,092

4 — zmienne wprowadzone w kroku 1: DITF, SES
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wierajacy pewien podzbidr zmiennych X. Nie oznacza to
jednak, ze otrzymany model jest dobrze dopasowany do
danych obserwowanych. Pewna informacj¢ niesie zawar-
tos¢ Tabeli klasyfikacji, znajdujacej si¢ w raporcie anali-
zy regresji przeprowadzonej z uzyciem programu SPSS.
Przy kazdym kroku (modelu) SPSS podaje informacje
o tym, jaki procent obserwacji z proby zostal poprawnie
zakwalifikowany na podstawie modelu. Ma to jednak tyl-
ko warto$¢ pomocnicza, gdyz nie mozna jednoznacznie
stwierdzi¢, jaki procent trafnie zakwalifikowanych obser-
wacji oznacza dobre dopasowanie modelu.

Hosmer i Lemeshow zaproponowali procedurg szaco-
wania dobroci dopasowania modelu oparta na tescie chi’.
Algorytm obliczeniowy zaktada podziat obserwacji z pro-
by na podgrupy roézniace si¢ wyestymowanym na podsta-
wie modelu prawdopodobienistwem uzyskania warto$ci
kryterialnej zmiennej zaleznej (czyli przyjgcia przez nia
wartosci rownej 1). Nastgpnie obliczany jest wspotczyn-
nik chi? dla tabeli o wymiarach g - 2, gdzie g oznacza
liczbg podgrup (stanowigcych kolumny tabeli), natomiast
w rzedach znajdujg si¢ czegstosci rzeczywiste 1 przewidy-
wane na podstawie modelu (Hosmer i Lemeshow, 2000).
Liczba stopni swobody dla tej statystyki wynosi g — 2.
Poniewaz test dobroci dopasowania Hosmera i Lemesho-
wa porownuje wartosci oczekiwane na podstawie modelu
z wartosciami obserwowanymi, pozadanym przez bada-
cza wynikiem jest brak istotno$ci wspodtczynnika chi?.
Oznacza to, ze rozktad prawdopodobienstw przewidywa-
ny na podstawie modelu nie rézni si¢ istotnie od obser-
wowanych wynikdw z proby. Test ten zostat zaimplemen-
towany do SPSS-a, co stanowi ogromne ulatwienie przy
interpretacji wynikoéw analizy regresji logistyczne;.

Tabela 7.
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Dwuczynnikowa analiza regresji logistycznej
z efektem interakcyjnym

Ostatnim etapem analizy hipotetycznego eksperymen-
tu z wplywem manipulacji eksperymentalnej i poziomu
samooceny na ulegto$¢ bedzie wilaczenie do modelu re-
gresji efektu interakcyjnego dla predyktorow. Interakcje
zmiennych niezaleznych w SPSS-ie wprowadza si¢ do
modelu w sposdb znany chociazby z analizy wariancji,
czyli przez zaznaczenie dwoch lub wigcej predyktorow
i klikniecie przycisku oznaczonego symbolem > a*b >.
Tym razem, zgodnie z sugestiag Menarda, wybierzemy eli-
minacj¢ wsteczna, oparta na ilorazie wiarygodnosci, jako
metode wprowadzenia zmiennych do modelu. Z Opcji
wybierzemy jeszcze miare dobroci dopasowania mode-
lu Hosmera i Lemeshowa. Przy okazji mozemy zauwa-
zy¢, ze SPSS przyjmuje inne domyslne progi wyklucze-
nia zmiennej z modelu dla metody selekcji postepujacej
(0,05) 1 eliminacji wstecznej (0,10). Mozna je oczywiscie
zdefiniowa¢ samodzielnie, lecz na potrzeby naszych ana-
liz pozostawimy wartosci domyslne. Po zatwierdzeniu
wyborow przyciskiem OK przechodzimy do analizy ra-
portu. Po raz kolejny widzimy statystyki dla bloku zero-
wego 1 przechodzimy do najbardziej nas interesujacych
wynikéw regresji krokowej. Krok 1 naszej analizy obej-
mowal model petny, czyli zawierajacy oba predyktory
oraz ich interakcje.

Gdy wprowadzimy do modelu oba predyktory oraz
ich interakcje, odpowiadajace im wspodtczynniki regresji
okazuja si¢ nieistotne statystycznie. Szczegolnie wazny
jest dla nas fakt, ze nieistotna okazata si¢ interakcja mie-
dzy zmiennymi (Zfl) =0,654; p = 0,419). Oznacza to, ze
zalezno$¢ miedzy manipulacjg eksperymentalng a ule-
gloscig nie przebiega w odmienny sposob dla réznych

Wartosci wspdtczynnikow regresji dla analizy dwuczynnikowej zawierajacej interakcj¢ (baza danych: logistycznal.sav)

Zmienne w modelu

B Blad standardowy Wald daf Istotnos¢ Exp(B)

Krok 1? DITF 3,807 3,355 1,287 1 0,257 45,010
SES -0,106 0,064 2,762 1 0,097 0,899

DITF by SES 0,098 0,122 0,654 1 0,419 0,906

Stata 2,404 1,876 1,642 1 0,200 11,069

Krok 2? DITF 1,137 0,603 3,555 1 0,059 3,118
SES 0,138 0,055 6,372 1 0,012 0,871

Stata 3,299 1,608 4211 1 0,040 27,092

4 — zmienne wprowadzone w kroku 1: DITF, SES, DITF * SES



212 BARNABA DANIELUK

wartosci poziomu samooceny badanych (badz odwrotnie)
— predyktory nie pozostaja w interakcji.

W kroku 2 wylaczono z modelu interakcje migdzy
predyktorami, co spowodowato wyrazny wzrost wspot-
czynnikéw Walda i ich istotnosci statystycznej. Zmiang
w wartosciach statystyki —2 logarytm wiarygodnosci
mozemy zobaczy¢é w tabeli ,,Model — podsumowanie”.
Jak widzimy, warto$¢ tej statystyki w pierwszym kroku
(pelny model) jest nizsza w kroku drugim, co sugeruje, ze
pelny model wyjasnia wigcej wariancji zmiennej zaleznej
niz model zredukowany, aczkolwiek zmiana ta okazata
si¢ nieistotna statycznie (co widaé¢ w tabeli ,,Zmienne nie-
wlaczone do modelu™).

Nowym elementem naszego raportu jest tabela ,, Test
Hosmera i Lemeshowa”, zawierajaca test dobroci dopa-
sowania modelu dla obu krokéw analizy.

Zaré6wno w pierwszym, jak i drugim kroku wartosci
chi? testu Hosmera i Lemeshowa okazaly si¢ nieistotne
statystycznie. Oznacza to, ze rozktad prawdopodobienstw
przewidziany na podstawie wyestymowanego modelu nie
rozni si¢ istotnie od wartosci obserwowanych, czyli za-
réwno pierwszy, jak i drugi model sq dobrze dopasowa-
ne do danych. Wartosci bezwzgledne statystyk sugeruja,
ze model pelny (zawierajacy interakcjg¢) jest nawet lepiej
dopasowany do danych. Jest on jednak dla nas bezuzy-
teczny, gdyz nie wyjasnia wigcej niz model zredukowany,
a do tego wartosci wspotczynnikdw regresji dla modelu
pelnego sa nieistotne statystycznie.

W edytorze raportow znajdziemy rowniez tabele kon-
tyngencji dla testu chi’> Hosmera i Lemeshowa. Zawiera
ona dokonany przez algorytm obliczeniowy podzial proby
na podgrupy (w naszym przypadku 9) oraz odpowiadaja-
ce im liczebnosci oczekiwane i obserwowane. Wnikliwy
czytelnik zapewne zauwazyl, ze liczba stopni swobody
dla tego testu jest rzeczywiscie rowna liczbie utworzo-
nych podgrup minus 2.

Powyzszy przyktad obrazuje sytuacj¢, w ktorej testo-
wana przez nas interakcja miedzy predyktorami okazuje
si¢ nieistotna statystycznie. Czytelnik zapewne chciatby
przeanalizowa¢ réwniez przyktad, w ktérym interakcja
miedzy zmiennymi niezaleznymi jest statystycznie istot-

Tabela 8.
Wyniki testu dobroci dopasowania Hosmera i Lemeshowa

Test Hosmera i Lemeshowa

Krok Chi-kwadrat df Istotnosc
1 6,781 7 0,452
2 8,509 7 0,290

na. Do tego celu postuzy inna baza danych, ktérag mozna
$ciggnac z serwera UMCS pod adresem: http://spoleczna.
umecs.lublin.pl/pliki/logistyczna2.sav.

Zawiera ona oprocz znanych nam zmiennych: mani-
pulacji eksperymentalnej technikq ,,Drzwi zatrzasnigtych
przed nosem” i zmiennej zaleznej — Uleglosci, trzecia
zmienng, a mianowicie Poziom kompetencji spotecznych
badanych o0séb (mierzony zupehlie zmys$lonym narze-
dziem). Zatozmy, ze badacz spodziewa sig, iz ulegtosc
wobec technik wptywu spotecznego jest modyfikowana
przez poziom kompetencji spotecznych badanych oséb.
Osoby kompetentne spotecznie — jako wysoce §wiadome
regut rzadzacych ludzkim zachowaniem — mialyby by¢
bardziej odporne na stosowanie technik wptywu spotecz-
nego (gdyz sa w stanie przejrze¢ gre osoby starajacej si¢
wywrze¢ na nie wpltyw). Mozna nawet zatozy¢, ze beda
one oburzone probg wplynigcia na ich zachowanie, przez
co ich uleglos¢ w warunkach stosowania technik mani-
pulacji zachowaniem bylaby nawet nizsza niz w warun-
kach kontrolnych. Jest to oczywiscie zatozenie przyjete
wylacznie na potrzeby prezentacji metody, a autor nie
rosci sobie pretensji do udowadniania prawdziwosci tej
hipotezy (przyjetej zreszta ad hoc).

Wprowadzamy wigc do modelu regresji logistycznej
zmienng zalezna, oba predyktory oraz ich interakcje. Jako
metode wybieramy ponownie eliminacj¢ wsteczng opartg
na ilorazie wiarygodnos$ci, a w opcjach zaznaczamy obli-
czanie testu dobroci dopasowania Hosmera i Lemeshowa.
Uruchamiamy analizg. Tym razem analiza zakonczyta si¢
na modelu pelnym (w pierwszym kroku), obie zmienne
zalezne oraz ich interakcja okazaty si¢ zwigksza¢ poziom
predykcyjnosci modelu. Pseudo-R? obliczone dla modelu
wyniosto 0,362 dla algorytmu Coxa i Snella oraz 0,487
dla algorytmu Nagelkerkego, co §wiadczy o tym, ze bli-
sko potowe wariancji zmiennej Ulegtos$¢ thumacza zmien-
ne w modelu. Sam model jest réwniez dobrze dopasowa-
ny do danych, warto$¢ testu Hosmera i Lemeshowa jest
nieistotna statystycznie (chi’g) = 12,239; p = 0,141).

Przypatrzmy si¢ wartosciom wspotczynnikdw regres;ji
dla modelu. Juz na pierwszy rzut oka widaé, ze wszystkie
wspotczynniki regresji logistycznej okazaly si¢ istotne
statystycznie. Interpretacja istotnych efektow interakcyj-
nych dla regresji logistycznej jest taka jak dla kazdej innej
analizy wielozmiennowej. Poniewaz efekt interakcyjny
manipulacji eksperymentalnej i poziomu kompetencji
spotecznych okazal si¢ istotny statystycznie, efekty gtow-
ne tych zmiennych nie kwalifikuja si¢ do interpretacji. Jak
widaé, zalezno$¢ migdzy stosowaniem techniki ,,Drzwi
zatrzasnigtych przed nosem” a Ulegloscia jest modyfiko-
wana przez Poziom kompetencji spotecznych, dlatego nie
mozemy interpretowac ani wspolczynnikow regresji dla
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Tabela 9.
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Wartosci wspolczynnikdw regresji dla analizy dwuczynnikowej zawierajacej interakcj¢ (baza danych: logistyczna2.sav)

Zmienne w modelu

B Blad standardowy Wald df Istotnosé Exp(B)
Krok 12 DITF 24,765 6,999 12,519 1 0,000 5,695E10
KS 0,510 0,192 7,058 1 0,008 1,665
DITF by KS 0,818 0,232 12,443 1 0,000 0,441
Stata -16,570 6,101 7,377 1 0,007 0,000

4 — Zmienne wprowadzone w kroku 1: DITF, KS, DITF * KS

poszczegdlnych predyktorow, ani odpowiadajacych im
ilorazéw szans.

Analiza regresji logistycznej w programie SPSS nie
umozliwia tatwego zobrazowania istotnego efektu inte-
rakcyjnego (tak jak mozna to zrobi¢ w analizie warian-
cji). Aby to osiagna¢, musimy sami zdefiniowac¢ odpo-
wiedni wykres. Na osi X tego wykresu powinny znalez¢é
si¢ wartosci naszego predyktora ilosciowego, czyli po-
ziomu kompetencji spotecznych KS. Grupe eksperymen-
talng 1 kontrolng zobrazujemy jako dwie osobne linie.
Pozostaje pytanie, jakie warto$ci powinny znalez¢ si¢ na
osi Y. Nasza zmienna zalezna — Ulegtos¢, przyjmuje tylko
dwie wartosci (0 1 1), dlatego po umieszczeniu jej na osi
Y wykresu uzyskujemy mato komunikatywny ,,zygzak”.
Poza tym, chcieliby$Smy uzyskaé¢ wykres obrazujacy za-
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Rysunek 2.

Obraz interakcji migdzy zmienna DITF a poziomem kompe-
tencji spotecznych (KS).

lezno$¢ opisywana przez wyestymowany model, a nie
przez dane obserwowane. W tym celu musimy stworzy¢
jeszcze jedna zmienna, stanowiaca przewidywane na
podstawie modelu prawdopodobienstwo przyjecia przez
zmienng zalezng wartosci 1 dla kazdej obserwacji. Na
szczescie SPSS jest w stanie wygenerowaé takg zmienng
automatycznie. W oknie definiowania regresji logistycz-
nej klikamy przycisk Zapisz i w nowym oknie wybieramy
warto$ci przewidywane prawdopodobienstwa. Po urucho-
mieniu analizy w Edytorze danych powinna pojawié si¢
nowa zmienna (domy$Inie nazwana PRE 1). Nast¢pnie
z menu Wykresy wybieramy wielokrotny wykres liniowy,
w ktérym na osi kategorii znajdzie si¢ poziom kompeten-
¢ji spotecznych, zmienna manipulacji eksperymentalnej
stworzy osobne linie, a nowa zmienng PRE 1 wprowa-
dzimy na o$ Y jako srednig (wybierajac opcje ,,Inna staty-
styka opisowa”, a nastepnie wprowadzajac tam zmienna).
W ten sposob zdefiniowany wykres powinien wygladac,
jak na Rysunku 2.

Rysunek 2 jednoznacznie wyjasnia charakter efektu
interakcyjnego. Wraz ze wzrostem kompetencji spotecz-
nych zwieksza si¢ prawdopodobienstwo spetnienia pros-
by eksperymentatora, ale wytacznie w warunkach kon-
trolnych (pojedynczej prosby zasadniczej). W warunkach
eksperymentalnych (przy stosowaniu techniki ,,Drzwi
zatrzasnigtych przed nosem”) wzrostowi kompetencji
spotecznych towarzyszy spadek prawdopodobienstwa
spelnienia prosby zasadniczej. Wszystko wskazuje na to,
ze nasze dane potwierdzily zakladang zalezno$¢ miedzy
poziomem kompetencji spotecznych a podatnoscig na

wplyw spoteczny.

Ilorazy szans dla efektow interakcyjnych

Piszac o efektach interakcyjnych, do tej pory Swiadomie
pomijano temat ilorazéw szans. Wartosci ilorazéw szans
dla zmiany jednostkowej generowane przez program
SPSS sa praktycznie nieinterpretowane (bo c6z znaczy
jednostkowa zmiana iloczynu zmiennej DITF 1 KS?). Ze
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wzgledu na efekt interakcyjny sposéb obliczania ilorazéw
szans powaznie si¢ skomplikowat. Gdy migdzy zmienny-
mi zachodzi istotna statystycznie interakcja, stosowanie
wzoru (8) jest btedem, gdyz wartosci ilorazow szans dla
dwéch grup okreslonych na podstawie jednej zmiennej
sa inne w zaleznosci od konkretnych wartosci zmiennej
wchodzacej z ta pierwsza w interakcje. Dlatego warto$ci
ilorazow szans w sytuacji interakcyjnej oblicza si¢ za-
wsze dla konkretnej wartosci zmiennych wchodzacych
w interakcje. Ogdlny wzor na iloraz szans dla istotnych
interakcji ma posta¢ (Hosmer i Lemeshow, 2000):

(1) OR,, = LI RS

gdzie: x,; oznacza warto$¢ i-tej zmiennej niezaleznej
w grupie A

Xg; 0znacza wartos¢ i-tej zmiennej niezaleznej w grupie B
fi oznacza wspolczynnik regresji dla i-tej zmiennej nie-
zaleznej

0; oznacza wspotczynnik regresji dla j-tej zmiennej inte-
rakcyjnej

W; oznacza konkretna wartos¢ zmiennej, ktéra wchodzi
w j-ta interakcje

x470znacza wartos¢ j-tej zmiennej interakcyjnej w grupie A
X 0znacza wartos¢ j-tej zmiennej interakcyjnej w grupie B

Powyzszy wzor jest bardzo uciazliwy, gdyz wymaga
podstawiania warto$ci zmiennych interakcyjnych, beda-
cych najczesciej iloczynem zmiennych wchodzacych w te
interakcje. Mimo, ze pozwala obliczy¢ iloraz szans dla
dowolnie zdefiniowanych grup (ze wzglgdu na wszystkie
mozliwe wartosci wszystkich zmiennych niezaleznych),
jest najczesciej mato uzyteczny.

Znacznie bardziej przyjazny obliczeniowo (i interpre-
tacyjnie) jest tzw. skorygowany iloraz szans (Kleinbaum
i Klein, 2002). Zaktada on obliczenie ilorazu szans dla
dwéch grup zdefiniowanych na podstawie jednej zmien-
nej, przy kontroli wplywu pozostatych zmiennych. Latwe
obliczenie takiego ilorazu szans umozliwia fakt, ze gdy
wprowadzimy do regresji logistycznej w jednym modelu
kilka zmiennych niezaleznych niepozostajacych ze soba
w interakcji, ich wspotczynniki regresji zostaja tak skory-
gowane, by uwzgledniaty wptyw pozostatych zmiennych
(byta o tym mowa przy analizie dwuczynnikowej bez in-
terakcji). Skorygowany iloraz szans dla modelu bez inter-
akcji ma postac:

OR = P a)

AxB

12)

gdzie: f oznacza wspodtczynnik regresji dla zmiennej nie-
zaleznej rdznicujacej grup¢ A1 B

x4 oznacza wartos¢ rdéznicujacej zmiennej niezaleznej
w grupie A
Xxp oznacza warto$¢ réznicujacej zmiennej niezaleznej
w grupie B

Ten sam wzdr dla modelu zawierajacego interakcj¢ ma
postac:

OR _ eﬁ(xA—xB)+2§/W/-

AxB

13)

gdzie: f oznacza wspdtczynnik regresji dla zmiennej nie-
zaleznej réznicujacej grupe Ai B

x, oznacza warto$¢ rdznicujacej zmiennej niezaleznej
w grupie A

Xxp oznacza warto$¢ réznicujacej zmiennej niezaleznej
w grupie B

0; oznacza wspotczynnik regresji dla j-tej zmiennej inte-
rakcyjnej (wchodzacej z w interakcje ze zmienng rdzni-
cujaca)

W; konkretna wartos¢ zmiennej wchodzacej w j-ta inte-
rakcj¢ ze zmienna rdéznicujgca

Zdajac sobie spraweg, ze powyzsze wzory mogg byc
mocno abstrakcyjne, korzystajac ze wzoru (13), spro-
bujmy obliczy¢ skorygowany iloraz szans, poréwnujacy
szanse¢ na uzyskanie ulegtosci w grupie eksperymentalne;j
z grupa kontrolng z ostatniego przyktadu. Za x, podsta-
wimy 1 (gdyz warto$¢ zmiennej DITF dla grupy ekspe-
rymentalnej wynosi wiasnie 1), za xp podstawimy 0 (war-
tos¢ zmiennej DITF dla grupy kontrolne;j), a za f wartos¢
wspotczynnika regresji dla zmiennej DITF (24,765).
Poniewaz mamy tylko jeden efekt interakcyjny, za o,
podstawimy wspotczynnik regresji dla sktadnika interak-
cyjnego (—0,818). Chcac zobrazowa¢ interakcj¢ migdzy
zmiennymi, musimy obliczy¢ co najmniej dwa ilorazy
szans porownujace te dwie grupy przy co najmniej dwoch
roznych warto$ciach zmiennej KS (poziom kompetencji
spotecznych). Poniewaz dla naszych zmys$lonych prze-
ciez danych uzyskalismy dosy¢ strome postaci funkcji
logarytmicznej, za dwa punkty odniesienia przyjmiemy
warto$¢ pierwszego 1 trzeciego kwartyla zmiennej KS
(czyli Q; =251 Q; = 32). Podstawiajac dane do wzo-
ru (13), uzyskujemy nastgpujace ilorazy szans

OR

_24765(1-0)+(-0.818)25 _ 4315 _
xB (25) = =e” =74,81

Dla 0s6b o nizszych kompetencjach spotecznych (na
poziomie pierwszego kwartyla) nalezy spodziewac sig,
ze szansa uzyskania ulegtosci w grupie eksperymentalnej
bedzie prawie 75-krotnie wigksza niz w grupie kontrolne;.
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Stad wniosek, ze wobec 0séb mato kompetentnych spo-
tecznie warto stosowac techniki wptywu spotecznego.

OR

_24.765(1-0)+(-0,818)32 _ 1,411 _
xB(32) = € =e =0,24

Natomiast w grupie 0sob o wyzszych kompetencjach
spotecznych (na poziomie trzeciego kwartyla) szansa na
uzyskanie uleglosci w warunkach stosowania techniki
,,Drzwi zatrzasnigtych przed nosem” jest prawie 4-krotnie
nizsza niz w sytuacji stosowania niczym niepoprzedzonej
prosby. Oczywiste jest wigc, ze stosowanie technik wpty-
wu spolecznego wobec osob kompetentnych spotecznie
moze okazaé si¢ nie tylko nieskuteczne, ale nawet prze-
ciwskuteczne (co jest oczywiscie poboznym zyczeniem,
zwazywszy chociazby na fakt, co byto motywacjq Roberta
Cialdiniego do napisania ksigzki Wywieranie wpfywu na
ludzi).

Zamiast podsumowania, czyli o czym nie napisano

Zawarcie w jednym artykule najwazniejszych informa-
¢ji na temat tak ztozonej analizy statystycznej, jaka jest
regresja logistyczna, okazato si¢ nie lada wyzwaniem.
Ograniczono do minimum prezentacj¢ wzorow i procedur
obliczeniowych, zrezygnowano z opisu przeksztatcenia
logitowego i jego zwiazku z ilorazem szans. Autor po-
minal zupetie drugie zastosowanie regresji logistycznej,
jakim jest (oprocz testowania hipotez) obliczanie prze-
dzialéw ufnosci dla wspdtczynnikdéw regresji i odpowia-
dajacych im ilorazow szans. Nie byto to jednak najistot-
niejsze przy stosowaniu tej metody do analizy danych
eksperymentalnych.

7 uwagi na objetos¢ artykutu nie zawarto w nim proce-
dury stosowania regresji logistycznej dla wigcej niz dwu-
kategorialnych predyktoréw jakosciowych. Jest to oczy-
wiscie mozliwe, aczkolwiek wymaga kodowania takich
zmiennych na k — 1 wektorow w sposob podobny, w jaki
wlacza si¢ te zmienne do regresji liniowej. Sposdb wpro-
wadzania dychotomicznych predyktorow przedstawiony
w tym opracowaniu jest przyktadem najprostszego kodo-
wania zmiennych nominalnych, tzw. dummy coding, czyli
kodowania zero-jedynkowego. W przypadku schematow
badawczych zawierajacych kilka wielokategorialnych
nominalnych zmiennych niezaleznych bardziej uzytecz-
ng analiza niz regresja logistyczna staje si¢ analiza log-
-liniowa.
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W niniejszym artykule przedstawiono najbardziej kla-
syczng wersje regresji logistycznej. Istnieje rowniez
forma wielomianowa, dla wielokategorialnych jakoscio-
wych zmiennych zaleznych, jak réwniez odmiana dla
zmiennych porzadkowych (tzw. PLUM). Jeszcze inny
model stosuje si¢ dla danych skorelowanych. Sg one roz-
wini¢ciem podstawowego modelu dwumianowego i dla
ich zrozumienia niezbgdne jest zapoznanie si¢ Z omoOwio-
na tutaj wersja klasyczna.
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PRZYPISY

1. Wspolczynniki B generowane przez program SPSS to tak
naprawde¢ wspolczynniki beta (jezyk programu nie zawiera zna-
kow greckich, wige jego tworey uproscili zapis, zastgpujac go
znakiem B).
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Abstract

In experimental practice we often face the situation where the measured dependent variable takes one of
two values only: 0 — lack of the measured characteristic or 1 — observation of the measured characteristic
(behavior, consent to something, displaying an attitude or an opinion etc.). Both the general linear model
as well as the linear regression analysis cannot be applied to dichotomous, nominal dependent variables. In

such cases we are forced to use the non-linear analysis. Logistic regression is the model used for this type
of dependent variables. This article presents application of the binomial logistic regression in experimental
research. It explains specification and interpretation of typical logistic regression coefficients such as odds
ratio, Wald coefficients, likelihood ratios. It presents the estimation procedure of the model parameters with
maximum likelihood procedure and the Hosmer-Lemeshow goodness of fit test. Introduced were simple
sample analyses (with nominal and quantitative predictors), a two-factor analysis as well as a two-factor
analysis with interaction effect. The number of formulas and algebraic transformations were cut to the nec-
essary minimum and the shown sample analysis and their interpretation were conducted step by step with
the SPSS Statistics Pack version 17.0 PL.

Key words: logistic regression, binomial logistic regression, odds ratio, likelihood ratio, maximum likeli-
hood method, Wald coefficient, SPSS Statistics
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