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Artyku  dotyczy modelu wielowymiarowej analizy wariancji (MANOVA). W ramach wprowadzenia 

przed stawiono ró!nice mi"dzy t# metod# i jednowymiarow# analiz# wariancji (ANOVA), równocze$nie 

– w ramach opisu podstawowych planów badawczych z powtarzanymi pomiarami na tej samej populacji 

– pokazano te schematy badawcze, które dostarczaj# takich danych, które z kolei mog# by% analizowane 

wy #cznie metodami MANOVA. Opisuj#c struktur" formaln# modelu, zaprezentowano podstawowe deÞ-

nicje z nim zwi#zane, odwo uj#c si" do odpowiadaj#cych im poj"% ANOVA i do naturalnego, intuicyjnego 

ich rozszerzenia w MANOVA, wykorzystuj#c wcze$niejsz# dyskusj" o niezale!no$ci warto$ci oczekiwa-

nych zmiennych i warto$ci miar zwi#zku dla par zmiennych (a dok adniej – niezale!no$ci $rednich arytme-

tycznych i warto$ci wspó czynnika korelacji r-Pearsona). Zaprezentowano, na czym polega rozszerzenie 

za o!e& MANOVA, postaci hipotez zerowych oraz statystyk testu. Zwrócono uwag" na niejednoznaczno$% 

rozwi#zania formalnego (brak jednego ustalonego sprawdzianu testu) i przedstawiono te statystyki, które 

najcz"$ciej pojawia y si" w pakietach statystycznych ostatnich dwu dziesi"cioleci. Ilustracj# dla przedsta-

wionych rozwi#za& formalnych by  Þkcyjny przyk ad dobrany dla najprostszego planu jednoczynnikowej, 

dwuwymiarowej analizy wariancji, dla którego wyznaczono zarówno r"cznie, jak i za pomoc# pakietu 

SPSS warto$ci wszystkich wprowadzanych statystyk. Przedstawiono tak!e przyk ad aplikacji wielowy-

miarowej analizy wariancji w badaniach psychologicznych dotycz#cych oceny efektywno$ci pracy mene-

d!erów, równocze$nie podkre$laj#c niezb"dno$% komplementarnego stosowania dwu statystycznych metod 

analizy danych: wielowymiarowej analizy wariancji i analizy dyskryminacyjnej. 

S owa kluczowe: wielowymiarowa analiza wariancji MANOVA, analiza dyskryminacyjna, metody wielo-

wymiarowe, statystyczne modele analizy danych
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Plany badawcze dla metod analizy wariancji

Metodologia statystyki, zale!na od rozumowania in-

dukcyjnego, nie jest w pe ni skodyÞkowana ani te! 

wolna od kontrowersji. Ró!ni u!ytkownicy, analizuj#c 

ten sam zbiór danych, mog# dochodzi% do odmiennych 

wniosków. Zazwyczaj dane zawieraj# wi"cej informacji 

ni! mo!na ujawni% za pomoc# dost"pnych narz"dzi sta-

tystycznych. To, w jakim stopniu u!ytkownikowi uda si" 

wydoby% te informacje, zale!y nie tylko od jego wiedzy, 

ale równie! od wprawy i do$wiadczenia. Czyni to staty-

styk" sztuk# polegaj#c# na dokonywaniu trafnych wybo-

rów (Rao, 1994). Nie atwo dokonywa% takich wyborów 

bez rzetelnej wiedzy na temat podstaw wybranych metod 

statystycznych oraz kryteriów wyboru odpowiedniej me-

tody analizy. Nie atwo tak!e wykorzystywa% te metody 

w kompetentny sposób bez znajomo$ci ich ogranicze& 

oraz uprawnionych (b#d' nie) interpretacji uzyskanych 

rezultatów analizy. Dynamicznie narastaj#ca transmi-

sja osi#gni"% wspó czesnych nauk spo ecznych, a tak!e 

innych dyscyplin empirycznych stawia przed osobami 

je uprawiaj#cymi (zarówno w sposób czynny, jak i bier-

ny) coraz trudniejsze do spe nienia wymogi (Brzezi&ski, 

2006).

Podejmowane problemy badawcze rzadko maj# prost# 

struktur" jednozmiennow# (obejmuj#c# jedn# b#d' kilka 

zmiennych obja$niaj#cych o niezale!nych poziomach 

El!bieta Aranowska, Wydzia  Psychologii, Uniwersytet War-

szawski, ul. Stawki 5/7, 00–183 Warszawa.

Jolanta Rytel, Instytut Psychologii, Uniwersytet Kardyna a Ste-

fana Wyszy&skiego, ul. Wóycickiego 1/3, budynek 14, 01–938 

Warszawa, e-mail: j.rytel@uksw.edu.pl

Autorki sk adaj# serdeczne podzi"kowania Panu Profesorowi 

Andrzejowi Strza eckiemu za !yczliwo$% oraz wyra!enie zgody 

na wykorzystanie wyników bada& i udost"pnienie cz"$ci rezul-

tatów przeprowadzonych analiz.



118      EL(BIETA ARANOWSKA, JOLANTA RYTEL

warto$ci oraz jedn# tylko mierzaln# zmienn# analizowa-

n#, czyli obja$nian#). W takiej sytuacji badacz powinien 

rozwa!y% zastosowanie modelu jednowymiarowej, jed-

no- b#d' wieloczynnikowej analizy wariancji (ANOVA), 

jako !e populacje wyró!nione przez niezale!ne poziomy 

zmiennych obja$niaj#cych to roz #czne grupy obiektów 

stanowi#ce populacje niezale!ne. W przebiegu procesu 

badawczego w naukach empirycznych o wyborze modeli 

statystycznej analizy danych nale!y my$le% ju! na etapie 

operacjonalizowania analizowanych konstruktów, a brak 

rzetelnej wiedzy na temat bardziej zaawansowanych, wie-

lowymiarowych modeli analizy mo!e nie tylko utrudni%, 

ale wr"cz uniemo!liwi% badaczowi w a$ciwe – na pozio-

mie tre$ciowym – sformu owanie problemu. 

W podstawowych podr"cznikach do nauczania staty-

styki jej przydatno$% uzasadnia si" konieczno$ci# ustale-

nia optymalnego schematu badawczego do istniej#cych 

ju! hipotez. Trudno si" z tym zgodzi%! Gdyby przyj#% taki 

punkt widzenia, nowe metody analizy danych nie mo-

g yby ani powstawa%, ani si" rozwija%. Co gorsza, brak 

znajomo$ci metod wielowymiarowych mo!e ogranicza% 

mo!liwo$% dostrze!enia przez badacza wielowymiaro-

wej struktury podejmowanego problemu i jej specyÞki. 

Innymi s owy, statystyka determinuje twórcze stawianie 

hipotez badawczych. Taki „wielowymiarowy sposób my-

$lenia” ju! ponad %wier% wieku temu postulowali Huberty 

i Smith (1982, s. 429).

Model wielowymiarowej, jedno- lub wieloczynnikowej 

analizy wariancji (MANOVA) stosuje si" zwykle, analizu-

j#c co najmniej dwie lub wi"cej mierzalnych zmiennych 

obja$nianych, przy czym analizowane populacje, iden-

tyÞkowane przez poziomy zmiennych obja$niaj#cych, 

to wy #cznie populacje niezale!ne. W takiej sytuacji po-

wstaje pytanie o wybór optymalnego modelu statystycz-

nej analizy danych: MANOVA czy wielokrotne analizy 

jednowymiarowe (ANOVA)? Cho% wybór wielowymia-

rowej analizy wariancji wydaje si" oczywisty – badacz 

analizuje wi"cej ni! jedn# zmienn# obja$nian# – to w spe-

cyÞcznych przypadkach lepszym wyborem by oby prze-

prowadzenie wielu analiz jednowymiarowych. Dzieje si" 

tak na przyk ad wtedy (Huberty i Morris, 1989):

– gdy zmienne obja$niane nie s# ze sob# powi#zane 

merytorycznie, tote! mo!na traktowa% je jako poj"ciowo 

niezale!ne (na przyk ad: wyobra'nia przestrzenna, za-

dowolenie z !ycia i perseweratywno$%). Oznacza to, !e 

bardziej ogólna struktura latentna wobec ka!dej z tych 

zmiennych nie jest (ale mo!e by%) przedmiotem zaintere-

sowania badacza;

– gdy badanie ma charakter eksploracyjny, a celem 

badacza jest sprawdzenie statusu metodologicznego no-

wej, wprowadzonej zmiennej obja$nianej; chodzi zatem 

o efekty oddzia ywa& czynnika/czynników na t" w a$nie 

zmienn#;

– gdy wszystkie zmienne obja$niane lub ich cz"$ci by y 

uprzednio analizowane w kontek$cie jednowymiarowym 

– oczywiste jest, !e badacz w badaniach porównawczych 

uwzgl"dni ten sam kontekst;

– gdy celem badacza jest wyselekcjonowanie grup 

o podobnej charakterystyce ze wzgl"du na zmienne ob-

ja$niane, co stanowi wymóg konieczny do zaplanowania 

dalszych bada& o charakterze eksperymentalnym.

Model MANOVA staje si" optymalnym wyborem, gdy 

badacz traktuje mierzalne zmienne obja$niane jako powi#-

zane ze sob#, a tym samym tworz#ce struktur" relacyjn# 

cech, któr# sensownie – w ca o$ci lub w cz"$ci – da si" 

interpretowa% merytorycznie. Implikuje to potrzeb" wy-

 onienia (ewentualnie) ich podzbioru mo!liwie najsilniej 

ró!nicuj#cego analizowane populacje niezale!ne (wska-

zane przez poziomy zmiennych obja$niaj#cych) oraz 

okre$lenia wk adu ka!dej ze zmiennych w dyskryminacj" 

mi"dzy populacjami. Wspomniane aspekty okre$li% mo!-

na, odpowiednio, jako problem selekcji zmiennych i pro-

blem ich uporz#dkowania (Huberty i Morris, 1989). 

 Równocze$nie warto zauwa!y%, !e dla decyzji o wy-

borze modelu analizy nie bez znaczenia jest to, jaki sys-

tem reprezentuj# powi#zane ze sob# zmienne. Badacz 

mo!e traktowa% zmienne obserwowalne jako (powi#zane 

ze sob#) przyczynowe wska'niki pewnej zmiennej (lub 

zmiennych) latentnej, któr# stara si" ujawni% czy odkry%. 

Ale mo!e tak!e przyj#%, !e s# one skutkiem empirycznym, 

czyli sposobem, w jaki manifestuje si" owa zmienna la-

tentna. W tym ostatnim przypadku badacz winien rozwa-

!y% wykorzystanie modelu równa& strukturalnych, które 

stanowi# lepsze rozwi#zanie ni! model MANOVA (Bollen 

i Lennox, 1991; Cole, Maxwell, Arvey i Salas, 1993a).

We wst"pie do pierwszego wydania Wielowymiarowej 

analizy statystycznej Donald F. Morrison (1990, s. 11) 

zauwa!a, !e „w wielowymiarowej analizie statystycznej 

stykamy si" z obserwacjami wielu zmiennych dokonywa-

nymi na tym samym obiekcie. Takie w a$nie obserwacje 

spotykamy cz"sto w socjologii, naukach spo ecznych, 

behawioralnych oraz w medycynie: ceny towarów, czasy 

reakcji zdrowego organizmu czy te! wyniki badania krwi 

u pacjenta s# przyk adami danych wielowymiarowych. 

Tak jak w statystyce jednowymiarowej, zak adamy, !e 

próba sk ada si" z wektorów obserwacji dokonywanych 

na ró!nych osobach czy te! innych niezale!nych od siebie 

obiektach. Niemniej jednak wspólne pochodzenie zmien-

nych w jednym wektorze obserwacji powoduje, i! zmien-

ne te s# zale!ne. Jest to w a$nie ta cecha, która odró!nia 

analiz" wielowymiarow# od jej jednowymiarowego pier-

wowzoru”.
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Równocze$nie nie bez znaczenia jest, jaki status meto-

dologiczny maj# zmienne obserwowane na tym samym 

obiekcie, w konsekwencji – na tej samej populacji: mog# 

by% to cz"$ciowo lub ca kowicie tre$ciowo ró!ne zmien-

ne, jedna zmienna badana wielokrotnie w zmieniaj#cych 

si" warunkach lub jedna zmienna badana wielokrotnie 

w tych samych warunkach. W przypadku dwu ostatnich 

sytuacji mówi si" o powtarzalno$ci pomiaru, ale w dwu 

ró!nych aspektach:

„– powtarzalno$% do$wiadcze& w tych samych warun-

kach (badanie tego samego w identyczny sposób), która 

na poziomie pomiarowym, czyli wyniku mierzenia, na-

zwana jest replikacj# (replication) oraz

– powtarzalno$% do$wiadcze& w ró!nych warunkach 

(badanie tego samego przy za o!eniu dzia ania ró!nych 

poziomów zmiennych niezale!nych), któr# na poziomie 

pomiarowym – wobec braku polskiego okre$lenia – mo!-

na by nazwa% repetycj# (repeated measures)” (Aranowska, 

2005, s. 12). Ilustracj" wspomnianych wy!ej trzech sytu-

acji stanowi Rysunek 1.

Ze wzgl"du na posta% hipotez zerowych w a$ciwych 

dla ca ej klasy metod analizy wariancji, mianowicie rów-

no$% warto$ci oczekiwanych ($rednich) pewnych popu-

lacji, wy #cznie w sytuacji (b) mo!liwe jest traktowanie 

planu badawczego jako najprostszego schematu analizy 

wariancji z ca kowicie powtarzanymi pomiarami dla k-

-zale!nych populacji (inaczej jednoczynnikowej analizy 

wariancji z ca kowicie powtarzanymi pomiarami). 

W sytuacji (a) – z powodu ró!nic merytorycznych mi"-

dzy analizowanymi zmiennymi lub te! prawdopodobnej 

ró!nicy d ugo$ci skal zmiennych – porównywanie war-

to$ci oczekiwanych jest bezzasadne; badacz powinien 

zainteresowa% si" raczej metodami korelacyjnymi (na 

przyk ad takimi, jak modele regresji, eksploracyjne lub 

konÞrmacyjne analizy czynnikowe, analizy kanoniczne 

czy modele równa& strukturalnych). 

W sytuacji (c), mimo !e d ugo$% skali przy ka!dym 

mierzeniu jest identyczna, porównywanie warto$ci ocze-

kiwanych nie jest konieczne, poniewa! – z subiektywne-

go za o!enia badacza – nie zmieni y si" warunki pomiaru, 

czyli kilka warto$ci pomiarowych – replikacji – uzyskuje 

si" w obr"bie tego samego poziomu czynnika. Ewentualne 

zmiany warto$ci pomiarowych u konkretnej osoby nie 

mog# by% zatem t umaczone przez dzia anie ró!nych po-

ziomów czynnika kontrolowanego w badaniu, ale przez 

bli!ej nieznane ßuktuacje bod'ców losowych, wprowa-

dzaj#ce dyspersj" warto$ci pomiarowych, któr# mo!na 

oceni%, obliczaj#c na przyk ad ich wariancj", i traktowa% 

jako b #d losowy, czy – nazywaj#c krócej – b #d, co nie 

tylko czyni si" we wszystkich modelach analizy wariancji 

z powtarzanymi pomiarami, ale – co wi"cej – dodatkowo 

zaleca uwzgl"dnianie w schematach bada& replikacji po-

miarów, aby móc ten b #d szacowa%. 

Po wprowadzeniu co najmniej jednego jeszcze poziomu 

czynnika kontrolowanego w badaniu, poziomu zmiennej 

obja$niaj#cej, plan badawczy w sytuacji (a) i (c) zmieni 

si" na tyle, !e mo!liwe b"dzie zastosowanie do analizy 

danych metod analizy wariancji. Jednak jaka to b"dzie 

metoda, zale!y od tego, czy nowy poziom ukonstytuuje 

populacje zale!ne wzgl"dem poprzednich, czy niezale!-

ne, jak pokazano na Rysunku 2.

Na Rysunku 2 w dwu kolumnach – sytuacja (a) i (c) 

– przedstawiono cztery schematy badawcze. 

1) Tylko dolny rysunek sytuacji (a) stanowi podstawo-

wy schemat dla MANOVA. Analiza danych z takich ba-

da& odbywa aby si" poprzez zastosowanie k-wymiarowej 

(gdy ró!nych zmiennych mierzalnych: X, Y, …, Z jest 

równa k) i jednoczynnikowej (czynnik B o dwu niezale!-

nych poziomach warto$ci) analizy wariancji. Aby prze-

prowadzi% obliczenia t# metod#, nale!y sprawdzi% praw-

dziwo$% wszystkich jej za o!e& (opisanych ni!ej).

2) Na rysunku górnym w sytuacji (a) zaznaczono sche-

matycznie dwukrotne badanie tej samej grupy osób wie-

loma ró!nymi zmiennymi mierzalnymi. Z jednej strony 

wiadomo, !e porównywanie ich warto$ci przeci"tnych 

jest albo bezzasadne (gdy d ugo$% skal jest inna), albo 

ma o informacyjne (gdy skale s# tej samej d ugo$ci, ale 

tre$ci – konstruktów – do$% ró!ne). Z drugiej za$ strony 

istniej# dwa powtarzane pomiary stanowi#ce populacje 

zale!ne dla ka!dej zmiennej oddzielnie. Analiza takich 

danych mo!e przebiega% na wiele sposobów, w zale!no-

$ci od pytania badawczego. Podobnie jak w sytuacji (a) 

na Rysunku 1, stosowane tu metody statystyczne b"d# 

g ównie nale!a y do klasy metod stanowi#cych tzw. ogól-

A1 A2 Ak

a) X, Y,… Z

b) X1 X2 Xk

c) X1, X2,…, Xk

Rysunek 1. 

Trzy podstawowe aspekty powtarzalno$ci pomiaru: (a) sko&-

czona liczba ró!nych zmiennych obja$nianych mierzonych 

w tych samych ustalonych warunkach; (b) jedna konkretna 

zmienna obja$niana mierzona w ró!nych warunkach (repety-

cje po poziomach czynnika A); (c) jedna konkretna zmienna 

obja$niana mierzona sko&czon# liczb" razy w tych samych 

warunkach (replikacje).
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ny model liniowy (GLM – por. np. Cohen, 1968; Graham, 

2008). Tak wi"c np.:

– mo!na analizowa% stabilno$% pomiaru poprzez okre-

$lenie warto$ci i istotno$ci korelacji r-Pearsona dla dwu 

pomiarów ka!dej zmiennej oddzielnie;

– mo!na zbudowa% prosty model regresji obja$niaj#cy 

drugi pomiar ka!dej zmiennej oddzielnie przez pomiar 

pierwszy;

– mo!na znale'% ró!nic", D, obydwu pomiarów dla 

ka!dej zmiennej oddzielnie i sprawdza% testem t-Studen-

ta, czy $rednia zmiennej D równa jest zeru (czy nie „prze-

sun" y si"” warto$ci oczekiwane – $rodki ci"!ko$ci skal 

– w drugim badaniu);

– mo!na sprawdza%, czy wektor $rednich zmiennych 

D dla wszystkich zmiennych analizowanych  #cznie jest 

wektorem zerowym. Jest to sprawdzenie braku oddzia y-

wania nowych warunków badania na warto$ci przeci"tne 

ca ej struktury analizowanych zmiennych  #cznie. Warto 

pami"ta%, !e dzi"ki ci#gle niepoprawionemu b "dowi 

w oprogramowaniu pakietu SPSS hipotez" tak# weryÞku-

je si" przez uruchomienie w ogólnym modelu liniowym 

opcji z powtarzanymi pomiarami po jednym czynniku 

dla najprostszego modelu mieszanego analizy wariancji 

i u!ycie testu efektów mi"dzy obiektami (tests of betwe-

en-subjects effects) (Aranowska, 2005);

– mo!na sprawdza% wymiarowo$% (merytoryczn# i for-

maln#) wszystkich zmiennych X, Y, …, Z metodami eks-

ploracyjnej lub konÞrmacyjnej analizy czynnikowej, czy 

stosuj#c analiz" kanoniczn# (canonical analysis) (por. np. 

Harris, 1975);

– mo!na sprawdza% sieci, relacje powi#za& mi"dzy 

zmiennymi X, Y, …, Z metodami analizy $cie!kowej 

(path analysis), wplataj#c w $cie!ki powtórzone pomiary, 

lub tworz#c $cie!ki ze zmiennych ró!nic pomiarów, D. 

Warto zauwa!y%, !e poj"cie korelacji kanonicznej i anali-

zy $cie!ek uzna% mo!na za podstawy, na których wyros a 

nowoczesna klasa metod statystycznych wspomnianych 

ni!ej, SEM;

– mo!na sprawdza% istnienie cech ukrytych determi-

nuj#cych nasilenie cech obserwowalnych X, Y, …, Z, 

tworz#c model ich wzajemnych relacji, wykorzystuj#c 

modelowanie równa& strukturalnych (structural equ-

ation modeling – SEM) (Graham, 2008) lub szczególnie 

intensywnie ostatnio rozwijan# podklas" tych modeli, 

czyli modelowanie latentnych krzywych rozwojowych 

(latent growth curve modeling – LGM) (Konarski, 2004; 

Preacher, Wichman, MacCallum i Briggs, 2008). 

Nie wyczerpano zapewne wszystkich mo!liwo$ci ana-

lizy danych uzyskanych po u!yciu omawianego wy!ej 

schematu bada& dla sytuacji (a), bowiem mnóstwo spe-

cyÞcznych pyta& badawczych mo!e uruchomi% taki plan 

gromadzenia danych. Podobnie rzecz si" ma z planem 

omówionym wcze$nie, gdzie podstawow# metod# anali-

zy wydaje si" MANOVA. To zawsze od decyzji badacza 

zale!y posta% hipotez i najlepszy sposób ich weryÞkacji.

Ni!ej omówione zostan# dwa schematy umieszczone 

w drugiej kolumnie Rysunku 2 nazwanej sytuacj# (c).

3) Na rysunku górnym zmienna replikowana k-krotnie 

mierzona jest dwa razy. 

Zgodnie z rozumieniem replikacji uzyskane wyniki sta-

nowi# ponowne, zwielokrotnione pomiary nasilenia ce-

chy w tych samych warunkach dla uwiarygodnienia rze-

telno$ci operacji mierzenia. Wystarczy w tym przypadku 

jak#$ miar" syntetyczn# z pierwszej grupy replikacji po-

Sytuacja (a) Sytuacja (c)

A1 A2 A1 A2

B1 X, Y,…, Z X, Y,…, Z B1 X1, X2…, Xk X1, X2…, Xk

Populacje zale!ne Populacje zale!ne

A1  A1

B1 X, Y,…, Z  B1 X1, X2…, Xk

B2 X, Y,…, Z B2 X1, X2…, Xk

Populacje niezale!ne Populacje niezale!ne

Rysunek 2. 

Rozwini"cie podstawowych planów badawczych dla powtarzanych pomiarów przedstawionych na Rysunku 1 w sytuacji (a) 

i (c) poprzez wprowadzenie dodatkowego poziomu czynnika odpowiadaj#cego nowym warunkom badawczym.
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równa% z t# miar# dla drugiej ich grupy, np. dwie warto$ci 

oczekiwane (testem t-Studenta dla populacji zale!nych) 

czy dwie wariancje (testem Fergusona). Oczywi$cie, je-

$li mimo operowania takim schematem badacz nie b"-

dzie chcia  traktowa% swoich wyników jako grup repli-

kacji odwzorowuj#cych dok adno$% pomiarów (w dwu 

ró!nych warunkach) i b"dzie optowa  przy traktowaniu 

ich jako powtarzanych pomiarów, mo!e zastosowa% do 

porównywania warto$ci oczekiwanych – ze szkod# dla 

u!ytego rozwi#zania formalnego, a wi"c i dla interpreta-

cji tre$ciowej – dwuczynnikow# analiz" wariancji z ca -
kowicie powtarzanymi pomiarami (po dwu poziomach 

czynnika A oraz po k poziomach roz o!onego w nim 

innego, nowego czynnika). Brak uwzgl"dnienia replika-

cji w planach bada&, których wyniki mo!na analizowa% 

metodami powtarzanych pomiarów, uniemo!liwia we-

ryÞkowanie niektórych spo$ród dopuszczalnych hipotez 

zerowych oraz powoduje, !e statystyki F, stosowane do 

sprawdzenia cz"$ci pozosta ych, mo!liwych do zweryÞ-

kowania hipotez, charakteryzuj# si" nieadekwatn# – wo-

bec liczników – postaci# mianownika (por. np. Brzezi&ski 

i Stachowski, 1984).

4) Na dolnym schemacie w sytuacji (c) na Rysunku 2 

wprowadzone niezale!ne dwa poziomy czynnika B im-

plikuj# zbieranie replikowanych k-krotnie wyników jed-

nej zmiennej w tych samych warunkach (jeden poziom 

czynnika A) w dwóch próbach niezale!nych. Podobnie 

jak w punkcie wy!ej, nieuwzgl"dnianie zmienno$ci mi"-

dzy replikacjami mo!e prowadzi% – po wyci#gni"ciu 

z nich $rednich – do analizy danych testem t-Studenta 

dla dwu populacji niezale!nych. Natomiast ignorowanie 

narzuconego przez samego badacza schematu z replika-

cjami i uznawanie ich za powtarzane pomiary prowadzi 

go w tym przypadku do stosowania przy analizie danych 

np. dwuczynnikowej analizy wariancji z cz"$ciowo po-

wtarzanymi pomiarami (po jakim$ czynniku nowym, 

dzia aj#cym na k poziomach zale!nych, gdy czynnik 

B natomiast dzia a na dwóch poziomach niezale!nych).

Dok adanie nowych poziomów zaznaczonych na 

Rysunku 2 czynników A i B zasadniczo nie zmieni klas 

proponowanych analiz, natomiast dok adanie nowych 

poziomów i nowych czynników (C, D, …) zwi"kszy 

wymiarowo$% przestrzenn# planów MANOVA czy po-

wtarzanych pomiarów (a zatem liczb" dopuszczalnych 

hipotez, liczb" niezb"dnych za o!e&,  #czn# liczb" prób 

i – czasami – liczb" osób badanych w pojedynczej pod-

próbie).

MANOVA stosuje si" najcz"$ciej wtedy, gdy próbuje si" 

sprawdza% po o!enie warto$ci oczekiwanych ($rednich) 

grupy zmiennych mierzalnych  #cznie w ró!nych popula-

cjach niezale!nych (np. w ró!nych grupach osób). Je!eli 

te po o!enia nie ró!ni# si", nie ma podstaw do uznania, 

!e przyczyna podzia u populacji na podpopulacje (efek-

ty oddzia ywania jakiego$ czynnika) realnie determinuje 

przesuni"cia $rednich.

Analiz" wariancji z powtarzanymi pomiarami (ca ko-

wicie b#d' cz"$ciowo) stosuje si" najcz"$ciej wtedy, gdy 

próbuje si" sprawdza% po o!enie warto$ci oczekiwanej 

($redniej) jednej zmiennej mierzalnej w zmieniaj#cych 

si" warunkach badania, a wi"c g ównie w ró!nych popu-

lacjach zale!nych (np. w tej samej grupie osób). Dodanie 

w schematach badawczych – do przynajmniej jednego 

czynnika o poziomach zale!nych – nowego czynnika 

o poziomach niezale!nych zmienia charakter planów 

z pomiarów ca kowicie powtarzanych na powtarzane 

cz"$ciowo.

Wymienione wy!ej dwie du!e klasy metod maj# ró!ne 

za o!enia formalne. Za o!enia metod dla powtarzanych 

pomiarów s# mocniejsze. G ówne ró!nice wynikaj# z ró!-

nego traktowania wyników pojedynczego elementu próby 

(osoby). W planie MANOVA i-ta osoba w konkretnych 

warunkach badania (przy konkretnym poziomie czynni-

ka) charakteryzuje si" warto$ciami: xi, yi, …, z. Liczby 

te okre$laj# nasilenia ró!nych zmiennych poprzez swoje 

po o!enie w pewnych miejscach na skalach tych zmien-

nych, skalach by% mo!e o ró!nej d ugo$ci. Zatem warto$% 

8 na skali X wcale nie musi by% wi"ksza od warto$ci 6 na 

skali Y, je$li tylko skala Y jest dostatecznie krótsza (nasi-

lenie cechy odpowiadaj#ce pomiarowi równemu 8 przy 

skali 40-punktowej jest znacznie mniejsze, ni! nasilenie 

cechy odpowiadaj#ce pomiarowi równemu 6 przy skali 

20-punktowej; wystarczy w tym celu porówna% u amek 

8/40 = 0,2 z u amkiem 6/20 = 0,3). Dlatego nie ma mo!li-

wo$ci operowania poj"ciem zmienno$ci dla ci#gu warto-

$ci x1, y1,…, z1. Konsekwentnie bezsensowne jest liczenie 

warto$ci jakiejkolwiek miary rozproszenia, np. wariancji 

tych pomiarów.

Odwrotnie w sytuacji pomiarów powtarzanych: obo-

wi#zkowo musimy ocenia% zmienno$% warto$ci i-tej oso-

by: x1i, x2i,…, xki, by testowa% hipotez" o dynamice $redniej 

zmiennej X w ró!nych, k, warunkach badania. Wariancja 

wyników pojedynczego elementu próby estymuje warian-

cj" populacji tych wszystkich elementów, które reaguj# na 

zmieniaj#ce si" warunki, tak jak ten element.

Uwzgl"dnianie b#d' nieuwzgl"dnianie pewnych zmien-

no$ci pomiarów w ró!nych metodach statystycznych 

odró!nia je od siebie mi"dzy innymi na poziomie tre$ci 

za o!e& i – w konsekwencji – przyjmowanych rozwi#za& 

formalnych. Podsumowuj#c, nie ma mo!liwo$ci zast"po-

wania jednej metody statystycznej inn# bez straty jakich$ 

informacji czy zysku innych. Naturalnie wp ywa to na in-

terpretacj" merytoryczn# wyników tych metod.
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Niezale no!" analizy warto!ci oczekiwanych i analizy 

zale no!ci mi#dzy zmiennymi mierzalnymi

 Analiza struktury powi#za& mi"dzy zmiennymi obja-

$nianymi jest absolutn# powinno$ci# ka!dego badacza 

przynajmniej z dwóch wa!nych powodów. Pierwszy 

z nich jest natury merytorycznej, drugi za$ – formalnej. 

W empirii rzadko ma si" do czynienia ze zmiennymi, 

które s# ze sob# parami nieskorelowane, dlatego badacz 

bezwzgl"dnie musi okre$li% si " i kierunki powi#za& tych 

zmiennych, poniewa! to w a$nie zakres skorelowania 

mi"dzy zmiennymi warunkuje mo!liwo$% analizowania 

i interpretowania ró!nic mi"dzy warto$ciami oczekiwa-

nymi tych zmiennych w ró!nych populacjach. Poni!szy 

prosty przyk ad ilustruj#cy podstawowy schemat dla 

metody MANOVA (dwie zmienne obja$niane o ró!nym 

stopniu skorelowania oraz jedna zmienna obja$niaj#ca 

o dwóch niezale!nych poziomach warto$ci), dobrze do-

kumentuje t" tez".

 Przyk ad 1. W dwóch 5-osobowych, losowych, nieza-

le!nych próbach dokonano pomiaru dwóch zmiennych 

obja$nianych Y1 i Y2, mierzonych na skalach o ró!nej 

d ugo$ci. Rozpatrzmy – teoretycznie mo!liwe – trzy sy-

tuacje. W ka!dej z nich inny jest stopie& skorelowania 

zmiennych obja$nianych (wspó czynnik korelacji pomi"-

dzy zmiennymi Y1 i Y2 dla ka!dej z trzech sytuacji ozna-

czony jest symbolem r z indeksem i = 1, 2, oznaczaj#cym 

odpowiednio obie grupy, za$ symbolem r  oznaczono 

u$rednion# korelacj" dla obu grup), natomiast takie same 

pozostaj# $rednie zmiennych obja$nianych Y1 i Y2 (ozna-

czone jako y) oraz ich wariancje (oznaczone jako s2) i od-

chylenia standardowe (oznaczone jako s). 

Wprowadzenie do eksperymentu dwu zmiennych obja-

$niaj#cych oznacza, !e z pewnego punktu widzenia w a-

$nie one obydwie opisuj# to zjawisko, które badacz chce 

szczegó owo analizowa%. W jakim aspekcie zatem ba-

dacz b"dzie my$la  o wp ywie (w sensie funkcjonalnym, 

a nie przyczynowym) zmiennej obja$niaj#cej na badane 

zjawisko? Logika nasuwa odpowied': b"dzie on my$la  
o wp ywie czynnika na ca # struktur" zmiennych obja-

$nianych, czyli o  #cznym wp ywie na obydwie zmienne, 

a nie na ka!d# z nich oddzielnie. Je!eli przy przechodze-

niu z jednego poziomu czynnika na drugi, $rednie zmien-

nych obja$nianych nie tylko nie pozostaj# w tych samych 

miejscach na skali zmiennej, ale zmieniaj# si" w tych sa-

mych kierunkach we wszystkich zmiennych, gdy zmien-

ne s# nieskorelowane, to wp yw czynnika jest znacznie 

wi"kszy na t" struktur" ni! wtedy, gdy tylko cz"$% zmien-

nych zachowuje si" wed ug tej zasady lub wtedy, gdy s# 

one skorelowane. Je$li nie ma wspólnej dla ca ej grupy 

regu y przyporz#dkowa& mi"dzy warto$ciami zmiennych 

obja$nianych i przyporz#dkowania te s# przypadkowe 

(czyli warto$% wspó czynnika korelacji " = 0) tak w ca ej 

populacji, jak i w podpopulacjach wyznaczonych przez 

poziomy zmiennej obja$niaj#cej, to wp yw czynnika jest 

znaczny, je$li jego efektem jest przesuni"cie warto$ci 

wszystkich zmiennych w tym samym kierunku z pozio-

mu na poziom. Tote! warto$% testu weryÞkuj#cego hipo-

tez" zerow# o braku wp ywu zmiennej obja$niaj#cej na 

grup" zmiennych obja$nianych, przy tej samej ró!nicy 

$rednich w próbach, powinna by% wy!sza przy braku 

korelacji mi"dzy zmiennymi ni! przy jej istnieniu (por. 

Tabachnik i Fidell, 2001).

Z tego powodu ró!nice mi"dzy $rednimi grupowymi we 

wszystkich trzech przedstawionych powy!ej sytuacjach, 

mimo i! s# identyczne dla zmiennej Y1 i identyczne dla 

zmiennej Y2, powinny by% traktowane jako coraz s ab-

sze przy coraz wi"kszym skorelowaniu tych zmiennych. 

Zatem warto$% testu weryÞkuj#cego hipotez" o braku 

wp ywu czynnika na struktur" zmiennych powinna by% 

najwy!sza w sytuacji I oraz odpowiednio ni!sza w pozo-

sta ych sytuacjach.

Rozwa!my sytuacj", w której korelacje mi"dzy zmien-

nymi w populacji i wszystkich podpopulacjach s# maksy-

malne. To, !e zmienne s# od siebie liniowo zale!ne, nie 

ma wp ywu na stopie& ani kierunek zmian $rednich przy 

zmianie poziomów czynnika: (a) ró!nica mo!e by% nie-

istotna statystycznie, (b) mo!e by% istotna, a $rednie dla 

obydwu zmiennych zgodnie malej# b#d' rosn#, (c) mo!e 

by% istotna, jednak!e $rednie dla jednej zmiennej wzro-

s y, a dla drugiej zmala y. Jednorodny wp yw czynnika 

wyst#pi  tylko w sytuacji (b) i j# w a$nie chcieliby$my 

premiowa%, wyra!aj#c to wi"kszymi warto$ciami testu 

weryÞkuj#cego hipotez" o braku wp ywu czynnika. Tote! 

warto$% testu weryÞkuj#cego hipotez" zerow# o braku 

wp ywu czynnika na grup" zmiennych, przy tej samej 

i w tych samych kierunkach ró!nicy $rednich w próbach, 

powinna by% wy!sza przy bardzo silnej korelacji mi"dzy 

zmiennymi ni! wtedy, gdy tylko jedna zmienna cz"$cio-

wo wyja$nia drug#.

Z powy!szych rozwa!a& wynika niezwykle wa!ny 

wniosek. Otó! nasze przewidywania o zmianach tendencji 

centralnych zmiennych maj# sens wy #cznie wtedy, gdy 

za o!ymy sta # struktur" powi#za& mi"dzy tymi zmien-

nymi w populacji i podpopulacjach wyznaczonych przez 

poziomy czynników. Gdyby zupe nie dowolnie zmienia y 

si" powi#zania zmiennych przy przechodzeniu z poziomu 

na poziom czynników, nasze spekulacje dotycz#ce $red-

nich nie mia yby !adnego sensu oraz praktycznie niemo!-

liwe sta oby si" skonstruowanie testu ujawniaj#cego te 

wszystkie zmiany.
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Tabela 1. 

Niezale!no$% wspó czynnika si y zwi#zku dwu zmiennych od miar tendencji centralnej

Grupy Lp. Sytuacja 1 Sytuacja 2 Sytuacja 3

Y1 Y2 Y1 Y2 Y1 Y2

Grupa I

1 6 100 06 100 06 100

2 5 070 05 090 05 090

3 6 040 06 100 06 100

4 4 090 04 070 04 070

5 4 100 04 040 04 040

∑ 25 400 25 400 25 400

y1 5 080 5 080 05 080

s1
2 4

4

2600

4

4

4

2600

4

4

4

2600

4

s1 1 25,5 01 25,5 01 25,5

r1 –0,4903 cov  = 
−








50

4
0,8825 cov  = 

90

4







 0,8825 cov  = 

90

4









Grupa II

6 8 110 08 80 08 110

7 7 100 07 110 07 100

8 8 080 08 110 08 110

9 6 100 06 100 06 080

10 6 110 06 100 06 100

∑ 35 500 35 500 35 500

y2 7 100 07 100 07 100

s2

2 4

4

600

4

4

4

600

4

4

4

600

4

s2 1 12,25 01 12,25 01 12,25

r2 –0,4083 cov  = 
−20

4
–0,2041 cov  = 

−10

4
0,8165 cov  = 

40

4

Estymatory nieobci#!one 

(z dwu prób  n1 i n2)

y 6 090 06 090 06 090

s 1 020 01 020 01 020

r –0,4375 0,5000 0,8125

Tote! oprócz równo$ci wariancji ka!dej zmiennej ob-

ja$nianej we wszystkich podpopulacjach – to za o!enie 

znamy z analizy wariancji jednowymiarowej (ANOVA) 

– podstawowym, drugim i równie wa!nym za o!eniem 

wielowymiarowej analizy wariancji jest identyczno$% ko-

relacji albo – co jest warunkiem równowa!nym – iden-

tyczno$% kowariancji ka!dej pary zmiennych obja$nia-

nych we wszystkich podpopulacjach wyznaczonych przez 

poziomy czynników kontrolowanych w badaniu.

Jak# warto$% (jeszcze nieznanej) statystyki weryÞkuj#-

cej brak efektów oddzia ywania czynnika na zmienne ob-

ja$niane spodziewamy si" uzyska% w ka!dej z trzech roz-

wa!anych powy!ej sytuacji (por. Tabela 1)? Na samym 

dole Tabeli 1 s# podane odchylenia standardowe zmiennej 

Y1 i Y2. Otó! $rednie zmiennej Y1 ró!ni# si" o dwa od-

chylenia standardowe populacji (σ1 1 1≈ =s ), przy czym 

$rednia w drugiej grupie jest wy!sza. Podobnie, $rednie 

zmiennej Y2 ró!ni# si" dok adnie o jedno odchylenie 
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standardowe populacji (σ 2 2 20≈ =s ), $rednia w grupie 

drugiej jest równie! wy!sza. Reasumuj#c, $rednie obu 

zmiennych Y1 i Y2 ró!ni# si" w grupie pierwszej i drugiej 

– zwa!ywszy na identyczn# liczb" badanych w ka!dej 

próbie – prawie tak samo w sensie liczby b "dów standar-

dowych – oraz x x2 1>  dla obu zmiennych. Uwzgl"dniaj#c 

zatem zwi#zek tych zmiennych, spodziewamy si" wy!-

szych warto$ci statystyki weryÞkuj#cej hipotez" o braku 

wp ywu czynnika w sytuacji I i III oraz ni!szej warto$ci 

tej statystyki w sytuacji II (rozwi#zanie tego przyk adu 

przedstawione zostanie dalej). 

Za$o enia analizy wielowymiarowej

Ka!dej osobie badanej przyporz#dkowanych jest 

p warto$ci pomiarowych, które odpowiadaj# okre$lonym 

zmiennym obja$nianym: Y1, Y2,…, Yp (w przyk adzie 1 

p = 2). Dla ka!dego badanego otrzymali$my zatem p-wy-

miarowy wektor obserwacji1. Gdyby$my potraÞli wy-

obrazi% sobie uk ad wspó rz"dnych sk adaj#cy si" z p osi, 

to ten zbiór p liczb dla jednej osoby okre$la by dok adnie 

jeden punkt p-wymiarowej przestrzeni, równoznaczny 

z ko&cem wektora obserwacji (pocz#tkiem wektora jest 

pocz#tek uk adu). 

W przyk adzie 1 jest to przestrze& dwuwymiarowa i  a-

two wszystkie te punkty – ko&ce wektorów – odtworzy% 

dla dziesi"ciu osób. Zróbmy to dla sytuacji III z przyk a-

du 1. Na Rysunku 3 wida%, !e dla ka!dej osoby nie s# to 

punkty ró!ne, np. punkt (6, 100) wyst#pi  a! trzy razy, 

co zosta o zaznaczone liczbami znajduj#cymi si" obok 

ka!dego z nich. Zamiast tych liczb, mo!na by oby wy-

prowadzi% trzeci# o$, o$ frekwencji i punktowi (6, 100) 

przyporz#dkowa% trzy jednostki z tej osi. Powsta aby 

zatem ju! nie dwu-, ale trójwymiarowa przestrze& (przy 

p zmiennych p + 1-wymiarowa), w której ostatni wymiar 

zarezerwowany zosta by dla zliczania, ile razy dany punkt 

(a tym samym – wektor) wyst#pi  w badaniu.

Nie wiemy, jak wygl#da by taki rozk ad frekwencji 

w populacji, nie wiemy te!, które warto$ci wyst"puj# naj-

cz"$ciej, a które najrzadziej. Tote! zamiast o frekwencjach 

przyporz#dkowanych dyskretnym parom liczb natural-

nych odpowiadaj#cym warto$ciom skal obydwu zmien-

nych – my$l#c o populacji – mówimy (po niezb"dnej 

idealizacji w postaci uci#glenia tych zmiennych) o praw-

dopodobie&stwach, a precyzyjniej o funkcji g"sto$ci 

prawdopodobie&stwa dla dwu zmiennych  #cznie, czyli 

o dwuzmiennowej funkcji g"sto$ci prawdopodobie&stwa.

Wielowymiarow# analiz# wariancji (MANOVA) mo!-

na pos ugiwa% si" wtedy, gdy te p-wymiarowe wektory 

obserwacji pochodz# z populacji o p-wymiarowym roz-

k adzie normalnym prawdopodobie&stwa. Za o!enie to 

jest zgodne z podobnym za o!eniem dla jednowymiaro-

wej analizy wariancji (ANOVA) dotycz#cym normalno-

$ci rozk adu prawdopodobie&stwa zmiennej obja$nianej 

w populacji. Ka!dy taki p-wymiarowy wektor w prze-

strzeni cech ma wi"c okre$lon# – przez rozk ad normalny 

– szans" pojawienia si" w naszej próbie, je$li pochodzi 

ona z populacji o tym rozk adzie.

Zastanówmy si", co charakteryzuje ten rozk ad. 

Rozk ad jednej zmiennej jest scharakteryzowany przez 

$redni# populacji oraz wariancj". Podobnie dla rozk adu 

zmiennej z o!onej z wielu zmiennych – z p zmiennych, 

jak krótko powiemy dla (wektorowej) zmiennej p-wymia-

rowej – okre$lone s# dwa parametry charakteryzuj#ce ten 

rozk ad. Zamiast jednej $redniej mamy teraz p $rednich 

w populacji, jedn# dla ka!dej zmiennej. Zatem pierw-

szym parametrem jego rozk adu jest wektor  , równy:

( )1

1

2
     µ

µ

µ

µ

=





















M

p

Rysunek 3. 

Geometryczny obraz warto$ci uzyskanych dla dwu zmien-

nych w próbie dziesi"cioosobowej (przyk ad 1, sytuacja III).



WIELOWYMIAROWA ANALIZA WARIANCJI – MANOVA      125 

Drugi parametr rozk adu zale!y nie tylko od wariancji 

wszystkich p zmiennych, ale tak!e od stopnia powi#za& 

mi"dzy nimi. Jest nim macierz kowariancji %, postaci:

( )2

11 12 1

21 22 2

1 2
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gdzie #ii oznacza wariancj" w populacji ka!dej i-tej 

zmiennej Yi, dla i = 1, 2,…, p, natomiast #ij oznacza kowa-

riancj" zmiennych Yi z Yj w populacji dla i = 1, 2, …, p, 

j = 1, 2, …, p oraz i ) j.

Przez analogi" do rozk adu jednej zmiennej, drugi para-

metr rozk adu powinien by% zale!ny od wariancji wszyst-

kich badanych p zmiennych. Istotnie, takie wariancje 

znajduj# si" na g ównej przek#tnej macierzy (2)2. W jaki 

sposób estymuje si" posta% macierzow# tego parametru? 

Odpowied' jest prosta: rozproszenie wyników w takiej 

p-wymiarowej przestrzeni zale!y od stopnia powi#za& 

zmiennych obja$nianych, czyli osi uk adu wspó rz"d-

nych, na których „rozpina si"” przestrze& naszych wek-

torów obserwacji. Wystarczy przeanalizowa% ten fakt, 

odwo uj#c si" do sytuacji III omawianego przyk adu 1. 

*rednia korelacja pomi"dzy Y1 i Y2 (oznaczona jako r ) 

równa jest tam 0,8125 i jest istotna statystycznie. Mo!na 

przypuszcza%, !e w populacji istnieje silny zwi#zek do-

datni mi"dzy Y1 i Y2, co oznacza, !e du!ym warto$ciom 

zmiennej Y1 odpowiadaj# – z regu y – du!e warto$ci 

zmiennej Y2, ma ym warto$ciom Y1 – ma e warto$ci Y2. 

Szansa, !e takie w a$nie pary pojawi# si" w próbie, jest 

znacznie wy!sza ni! szansa, !e pojawi# si" inne mieszane 

pary warto$ci, tzn. ma e z du!ymi. Zatem w rozwa!anej 

przestrzeni trójwymiarowej, w której dwie osie stanowi# 

odpowiednio zmienne obja$niane Y1 i Y2, a trzeci# – 

prawdopodobie&stwo realizacji warto$ci obydwu zmien-

nych  #cznie, kszta t funkcji g"sto$ci dwuwymiarowego 

rozk adu normalnego zostanie wyd u!ony wzd u! linii re-

gresji mi"dzy Y1 i Y2 (por. Koronacki i Mielniczuk, 2001, 

rys. 2.9, s. 133). Na tej linii bowiem s# najwy!sze praw-

dopodobie&stwa dla par warto$ci Y1 i Y2 w najbli!szym 

po o!eniu punktu (+1, +2). Im dalej od tego punktu na linii 

regresji, tym bardziej malej# prawdopodobie&stwa zre-

alizowania par warto$ci obydwu zmiennych, ale i tak s# 

one znacznie wy!sze ni! prawdopodobie&stwa realizacji 

punktów niele!#cych na tej prostej. 

Gdyby $ci#% czubek takiego wyd u!onego (przy bardzo 

silnej korelacji mi"dzy zmiennymi) dwuwymiarowego 

normalnego rozk adu prawdopodobie&stwa wzd u! p asz-

czyzny równoleg ej do p aszczyzny Y1, Y2, wtedy brze-

gi wyznaczonej warstwicy by yby bardzo w#sk# elips#. 

Elipsa ta to linia tych samych warto$ci funkcji g"sto$ci 

dwuwymiarowego rozk adu prawdopodobie&stwa. Im 

bardziej maleje zale!no$% mi"dzy zmiennymi w popula-

cji, tym bardziej te w#skie elipsy – odpowiadaj#ce tym 

samym warto$ciom funkcji g"sto$ci prawdopodobie&stwa 

– rozszerzaj# si", przyjmuj#c posta% okr"gu w skrajnym 

przypadku, gdy korelacja równa jest dok adnie zeru. 

Wida% wi"c, !e o rozrzutach warto$ci obu zmiennych 

nie decyduj# wy #cznie wariancje tych zmiennych, ale 

tak!e si a powi#za& mi"dzy ich warto$ciami. St#d dla 

p zmiennych drugi parametr rozk adu prawdopodobie&-

stwa jest zale!ny i od wariancji, i od kowariancji par 

zmiennych.

Oczywi$cie nie znamy ani  , ani %. Jednak!e na podsta-

wie próby mo!emy ustali% nieobci#!one oceny obydwu 

parametrów populacji. Estymatorem nieobci#!onym wek-

tora   jest wektor $rednich w próbie (dla zmiennych Y1, 

…, Yp). W naszym przyk adzie jest to wektor y =










6

90
. 

Natomiast estymatorem nieobci#!onym macierzy % jest 

macierz u$rednionych kowariancji S, postaci:

( )3
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gdzie na przek#tnej znajduj# si" u$rednione wariancje 

zmiennych Y1, …, Yp z dwu badanych grup, natomiast 

symetrycznie powy!ej i poni!ej g ównej przek#tnej s# 

u$rednione kowariancje par zmiennych, np. s1p oznacza 

kowariancj" zmiennej Y1 i Yp itd.3 W sytuacji III oma-

wianego przyk adu macierz S ma posta% (por. warto$ci 

w Tabeli 1):
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Konkluzj# jest g ówne za o!enie wielowymiarowej 

analizy wariancji: p-wymiarowe wektory obserwacji 

pochodz# z populacji, w której p-wymiarowa (wektoro-

wa) zmienna losowa ma rozk ad normalny z parametra-
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mi  , %, co oznaczamy krótko jako N( , %). Zmienna ta 

ma ponadto rozk ad normalny w ka!dej z podpopulacji, 

wyznaczonej przez poziomy czynników i ich przeci"cia, 

z parametrami np. dla i-tej podpopulacji równymi  i, %, 

czyli N( i, %).

Za o!enie to zawiera wszystkie za o!enia jednowy-

miarowej analizy wariancji oraz jedno dodatkowe: za-

 o!enie o identyczno$ci kowariancji dla ustalonej pary 

zmiennych we wszystkich rozwa!anych podpopulacjach. 

Identyczno$% wariancji i kowariancji wyra!a si" tu w tej 

samej macierzy %.

Podsumujmy w punktach podane wy!ej za o!enia 

MANOVA:

1. Wszystkie zmienne obja$niane  #cznie musz# mie% 

wielowymiarowy rozk ad normalny w populacji i wszyst-

kich niezale!nych podpopulacjach wyznaczonych przez 

poziomy czynników i ich przeci"cia.

2. Ka!da zmienna obja$niana ma homogeniczne wa-

riancje we wszystkich niezale!nych podpopulacjach wy-

znaczonych przez poziomy czynników i ich przeci"cia.

3. Konkretne pary zmiennych obja$nianych maj# ko-

wariancje identyczne we wszystkich niezale!nych pod-

populacjach wyznaczonych przez poziomy czynników 

i ich przeci"cia. Ró!ne pary mog# oczywi$cie mie% ró!ne 

kowariancje w danej podpopulacji. Za o!enie ró!no$ci 

kowariancji dla ró!nych par zmiennych nie jest dopusz-

czalne np. w metodach z powtarzanymi pomiarami; jest 

to jedna z wa!niejszych ró!nic mi"dzy metodami.

4. Losowych, niezale!nych (zewn"trznie i wewn"trznie) 

podrób jest tyle, ile wynosi iloczyn poziomów czynników 

kontrolowanych w badaniu (zmiennych obja$niaj#cych).

5. Wszystkie te podpróby s# koniecznie tej samej li-

czebno$ci (w przeciwnym razie statystyka, któr# intu-

icyjnie konstruujemy – przez analogi" do przypadku jed-

nowymiarowego – nie b"dzie mia a !adnego ze znanych 

rozk adów prawdopodobie&stwa, w szczególno$ci tego, 

na którym nam zale!y, czyli rozk adu prawdopodobie&-

stwa F Fishera – Snedecora).

Sprawdzenie za o!e& przedstawionych wy!ej jest ko-

nieczne. Prawdziwo$% za o!enia pierwszego nie do ko&ca 

mo!e by% wykazana z powodu braku adekwatnego opro-

gramowania komputerowego. Dlatego badacze cz"sto 

w tej sytuacji odwo uj# si" do teorii odporno$ci testów 

statystycznych na pogwa cenie tego za o!enia (robust 

theory), która w przypadku jednowymiarowym orzeka, 

!e wystarczy rozk ad w miar" symetryczny i jednomodal-

ny, niekoniecznie normalny, przy czym wielko$% kurtozy, 

czyli stopnia sp aszczenia/smuk o$ci rozk adu, nie mo!e 

by% znaczna. 

W przypadku wielu zmiennych obja$nianych w prak-

tyce badawczej próbuje si" omin#% problem, analizuj#c 

cho%by dwuzmiennowe rozk ady frekwencji próbkowych 

(Stevens, 2002, s. 263), naturalnie po wcze$niejszym za-

dbaniu o znaczne rozmiary prób. Równocze$nie rekomen-

dowane jako praktyczne – bo  atwe do przeprowadzenia – 

rozwi#zanie, polegaj#ce na sprawdzaniu normalno$ci roz-

k adu ka!dej ze zmiennych obja$nianych z osobna (Field, 

2009, s. 593), wydaje si" mniej zasadne ni! sprawdzanie 

normalno$ci dwuwymiarowej dla ka!dej pary zmiennych. 

Normalno$% rozk adów dwuwymiarowych dostarcza in-

formacji o najprostszym przypadku z o!enia zmiennych 

partycypuj#cych w ca ej wielowymiarowej strukturze, 

umo!liwiaj#c pierwszy wgl#d w zachowanie zmiennych 

(czego nie da si" orzec na podstawie stwierdzenia normal-

no$ci rozk adów jednowymiarowych).

Gdy p-wymiarowy rozk ad prawdopodobie&stwa jest 

normalny, normalne s# tak!e rozk ady w przestrzeni 

o mniejszej liczbie wymiarów, ale nie odwrotnie. Je!eli 

dwie zmienne, ka!da oddzielnie, maj# normalny rozk ad 

prawdopodobie&stwa, to ich z o!enie dwuzmiennowe nie 

tylko nie musi mie% rozk adu normalnego, ale g"sto$% 

dwuwymiarowa mo!e nawet nie istnie%; innymi s owy 

z faktu, !e istniej# rozk ady jednowymiarowe ka!dej 

z dwu zmiennych oddzielnie nie wynika, !e b"dzie istnia  
ich rozk ad  #czny. Cz"$ciowo zale!y to tak!e od tego, 

czy zmienne s# niezale!ne, czy zale!ne (Feller, 1978). 

W praktyce, gdy rozk ady brzegowe zmiennych obja-

$nianych mo!na uzna% za normalne, wielowymiarowy 

rozk ad tych zmiennych cz"sto równie! jest rozk adem 

normalnym (Gnanadesikan, 1977, s. 168), a patologicz-

ne przypadki danych, których reprezentacje dla mniejszej 

liczby wymiarów zachowuj# normalno$%, trac#c j# dla 

wi"kszej liczby wymiarów, w praktyce zdarzaj# si" rzad-

ko (Johnson i Wichern, 2002, s. 153). Pewne rozwi#zanie 

stanowi# testy dla sko$no$ci i kurtozy rozk adu wielowy-

miarowego (Mardia, 1980) b#d' te! proponowane w lite-

raturze nowe metody, takie jak test sektorowy (sector test 

of multinormality), który stanowi uogólnienie na przypa-

dek wielowymiarowy testu zgodno$ci ,2 (von Eye i Bo-

gat, 2004, por. te! Doornik i Hansen, 2008).

Za o!enia drugie i trzecie  #cznie sprawdza si" testem 

Boxa (por. np. Aranowska, 1996; Brzezi&ski i Stachow-

ski, 1984) przeznaczonym do badania równo$ci macierzy 

kowariancji w sko&czonej liczbie populacji niezale!nych. 

Statystyka M tego testu stanowi uogólnienie testu Bartletta 

równo$ci wariancji (Morrison, 1990). Ju! w 1953 roku 

Box wykaza , !e test Bartletta jest bardzo wra!liwy na od-

st"pstwa od normalno$ci rozk adu. Nale!y zatem oczeki-

wa%, !e rozk ad statystyki M tak!e b"dzie bardzo czu y na 

pogwa cenie za o!enia o wielowymiarowej normalno$ci 

zmiennych obja$nianych w analizowanych populacjach, 

na przyk ad prawdopodobie&stwo przekroczenia przez 
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statystyk" testu nominalnej pi"cioprocentowej warto$ci 

krytycznej dla dwuwymiarowych rozk adów o ma ej kur-

tozie jest bardzo du!e. Jak konkluduje Morrison (1990, 

s. 373): „omawiany test nie powinien by% stosowany jako 

rozstrzygaj#cy dla danych, dla których wielowymiarowy 

rozk ad normalny wydaje si" nierealistyczny”. Za o!enie 

o równo$ci macierzy kowariancji mo!e zosta% odrzucone 

za pomoc# testu Boxa nie z powodu jego niespe nienia, 

ale z powodu odst"pstw od normalno$ci rozk adu wie-

lowymiarowego zmiennych obja$nianych. Jako alterna-

tyw" badacz mo!e wykorzysta% techniki modelowania 

strukturalnego, umo!liwiaj#ce sprawdzenie tego z o!enia 

za pomoc# odpornych metod (Raykov, 2001). Mo!e tak!e 

zdecydowa% si" przyj#% bardziej konserwatywny poziom 

istotno$ci, np. $ = 0,01 (Raykov i Marcoulides, 2008), 

a spotyka si" w literaturze rekomendacje, !eby przyjmo-

wa% nawet $ = 0,001. 

Prawdziwo$% za o!enia czwartego i pi#tego zale!y 

wy #cznie od decyzji badacza. Je$li nie zadba  w fazie 

planowania i prowadzenia bada& o równoliczne próby, 

nie ma !adnych podstaw do analizy danych metodami 

MANOVA. Nale!y podkre$li%, !e za o!enie o niezale!-

no$ci obserwacji jest niezwykle wa!nym, a cz"sto po-

mijanym w literaturze za o!eniem, na co zwraca uwag" 

Stevens (2002, s. 258). Nawet niewielka zale!no$% pomi"-

dzy obserwacjami powoduje dramatyczny, kilkakrotny 

wzrost rzeczywistego poziomu istotno$ci w porównaniu 

z nominalnym, subiektywnie przyj"tym przez badacza. 

W celu sprawdzenia tego za o!enia dla ka!dej zmiennej 

obja$nianej mo!na wykorzysta% wspó czynnik korelacji 

wewn#trzklasowej. 

Posta" hipotezy

Przez analogi" do hipotezy jednowymiarowej, hipoteza 

wielowymiarowa dla omawianego przyk adu b"dzie za-

k ada a równo$% $rednich, tutaj: dwóch zmiennych obja-

$nianych w dwóch podpopulacjach (wyró!nionych przez 

dwa niezale!ne poziomy czynnika) i w ca ej populacji, 

nadto b"dzie zapisana w postaci wektorowej:

(5)     H0 : %1 = %2 = %

albo inaczej 

(6)     Ho : $1 = 9 dla ka!dego i (i = 1, 2)

gdzie $i (w postaci wektorowej) standardowo oznacza 

efekt g ówny dzia ania i-tego poziomu czynnika A na 

zmienn# pierwsz# i – odpowiednio – drug#.

 Hipoteza zerowa dotyczy równo$ci trzech wektorów 

w postaci:
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a wi"c równo$ci odpowiadaj#cych sobie wspó rz"dnych 

tych wektorów, czyli %y
1
,1 = %y

1
,2 = +1 i równocze$nie %y

2
,1 

= %y
2
,2 = %2. Zatem hipoteza zerowa dotyczy równo$ci 

$rednich zmiennej Y1 we wszystkich podpopulacjach 

i ca ej populacji oraz jednocze$nie równo$ci $rednich 

zmiennej Y2 we wszystkich podpopulacjach i ca ej popu-

lacji. Uwzgl"dniaj#c deÞnicj" efektu g ównego: %y
1
,1 – %1 

= $y
1
,1 oraz %y

1
,2 – %1 = $y

1
,2 dla zmiennej Y1 i podobnie dla 

Y2, hipotez" zerow# mo!na przedstawi% jako:
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lub te!: $y
1
,1 = $y

1
,2 = 0 i równocze$nie $y

2
,1 = $y

2
,2 = 0.

Wida%, jak dalece zapis wektorowy uogólnia to, co chce 

si" powiedzie% o wszystkich zmiennych badanych razem. 

Gdyby badacz obj#  analiz# p (p > 2) zmiennych obja-

$nianych, przedstawione wy!ej wektory sk ada yby si" 

nie z dwu, lecz z p wspó rz"dnych (wierszy).

Przy dwu czynnikach kontrolowanych w badaniu – po-

dobnie jak w przypadku analizy jednowymiarowej – na-

le!y podda% sprawdzeniu trzy hipotezy z wektorami !i, "j 

oraz (!")ij równymi zeru. Dla wielu, c czynników, liczba 

weryÞkowanych hipotez wynosi 2c. 

Posta" statystyki

Zarówno w za o!eniach, jak i w postaciach hipotez ze-

rowych wyst"puj# analogie z analiz# jednowymiarow#. 

Fakt ten musi znale'% odbicie w podobie&stwie postaci 

statystyki. W przypadku wielowymiarowym mianownik 

statystyk stanowi# u$rednione wariancje z podprób, two-

rzone równocze$nie dla p zmiennych wed ug zasady obo-

wi#zuj#cej dla przypadku jednowymiarowego. Wiadomo, 

!e w ANOVA mianownik statystyki F stanowi estymator 

 #czny wariancji (zmiennej obja$nianej) w ca ej popula-

cji utworzony przez u$rednienie wariancji próbkowych. 

Pojedyncza próba pobrana zosta a losowo z podpopulacji 

wyznaczonej przez jeden poziom czynnika kontrolowane-

go w badaniu b#d' – gdy jest ich wi"cej – przez przeci"cie 

poziomów czynników. Przy wielu zmiennych obja$nia-

nych rozrzut wyników w ka!dej najdrobniejszej podpró-

bie (wybranej z podpopulacji utworzonej przez przeci"cia 

poziomów czynników) jest, jak wiadomo, zale!ny nie tyl-

ko od wariancji ka!dej ze zmiennych Y1, …, Yp oddziel-

nie, ale tak!e od kowariancji mi"dzy tymi zmiennymi. Tak 

wi"c dla ka!dej podpróby mamy jedn# macierz, sk adaj#c# 

si" z wariancji i kowariancji mi"dzy zmiennymi Y1, …, Yp 
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(wyliczonymi z pomiarów zawartych w tej podpróbie). 

Macierz wariancji-kowariancji  #czn# z wielu podprób 

tworzy si" przez u$rednienie tych wszystkich macierzy (co 

pokazano wy!ej). Na przyk ad przy kontrolowaniu dwu 

czynników A i B powstanie macierz – na wzór przypadku 

jednowymiarowego – z z [k . w .(m – 1)] stopniami swo-

body, gdzie k to liczba poziomów czynnika A, w – liczba 

poziomów czynnika B, m – liczba osób badanych w ka!-

dej podpróbce, identyczna dla ka!dej z nich.

W przypadku jednowymiarowym by a to $rednia wa-

riancja, teraz jest to $rednia macierz. Macierz ta nosi 

oznaczenie S i jest interpretowana jako wielowymiaro-

wy wynik wa!enia wariancji p zmiennych niewyja$nio-

nych dzia aniem wprowadzonych do badania czynników. 

Macierz S jeszcze niepodzielona przez stopnie swobody 

jest oznaczana przez G. Dla przyk adu 1 macierz

( )9
8 130

130 3200
     G n k S= −( ) ⋅ =











gdzie n = n1 + n2 = 5 + 5 = 10 jest liczb# wszystkich bada-

nych we wszystkich podpróbach  #cznie, natomiast k = 2 

i jest liczb# poziomów czynnika kontrolowanego w bada-

niu.

Podobnie jest z licznikiem poszukiwanej statystyki 

wielowymiarowej. Jego posta% w analizie jednowymia-

rowej zale!y od tego, która hipoteza zerowa jest wery-

Þkowana. Licznik jest tak!e wariancj# i ma interpretacj" 

wariancji wyja$nionej ewentualnym dzia aniem czynnika 

lub dzia aniem interakcji czynników. Na przyk ad w wy-

padku analizy dwuczynnikowej wariancja ta jest wyja-

$niona albo przez wp yw czynnika A na Y, wtedy warian-

cja wyznaczona jest przez rozrzut $rednich z poziomów 

tego czynnika wokó  $redniej globalnej (z ca ej próby), 

albo przez wp yw czynnika B na Y – wtedy wariancja 

wyznaczona jest przez rozrzut $rednich z poziomów tego 

czynnika wokó  $redniej globalnej, albo przez wp yw in-

terakcji czynników A i B na Y i wtedy wariancja w liczni-

ku wyznaczona jest przez rozrzut interakcji.

Konstruuj#c identyczne rozrzuty $rednich z poziomów 

czynników czy ich interakcji przy problemie p zmien-

nych, zamiast jednej liczby (wariancji wyja$nionej) otrzy-

muje si" macierz, której elementy zale!# wy #cznie od 

tych rozrzutów. Macierze te jeszcze niepodzielone przez 

stopnie swobody oznaczone s# liter# H z odpowiednimi 

indeksami, a wi"c: HA, HB, HA×B. Wypiszmy macierz HA 

dla sytuacji III przyk adu 1. Przez analogi" z przypad-

kiem jednowymiarowym

( )10
1

     H n x x x xA i i i

i

k

= −( ) −( )′
=
∑

gdzie xi oraz x s# wektorami zawieraj#cymi $rednie a! 

p cech, w naszym przyk adzie dwóch cech.

Wybieraj#c odpowiednie $rednie z Tabeli 1, otrzymu-

jemy
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Poszukiwan# statystyk# wielowymiarow# weryÞkuj#c# 

hipotez" zerow# o braku wp ywu konkretnego czynnika 

(lub wspó dzia ania czynników) na zbiór p zmiennych 

obja$nianych  #cznie, najbardziej zbli!on# do naszych 

intuicji, jest statystyka podobna do statystyki F. Ni!ej 

zaprezentowano szczegó ow# posta% statystyk dla p-wy-

miarowej i dwuczynnikowej analizy wariancji, czyli dla 

najprostszego przypadku umo!liwiaj#cego testowanie 

efektów interakcyjnych:

– hipoteza H0: !i = 0 dla i = 1, 2, …, k

( )12
1 1     %F

f p

f p
tr H GR

A

A=
− + ( )−

ze stopniami swobody gi i g2 (ró!nymi od liczb fA i fR, 

b"d#cymi stopniami swobody odpowiednio macierzy HA 

i G)4;

– hipoteza H0: "j = 0 dla j = 1, 2, …, w

( )13
1 1     %F

f p

f p
tr H GR

B

B=
− + ( )−

ze stopniami swobody g1 i g2, przy czym je$li g2 – stop-

nie swobody mianownika – s# identyczne dla wszystkich 

trzech testów %F , to g1 jest z regu y inn# liczb# ni! wy-

!ej wprowadzone g1 (które zale!y od liczby poziomów 

czynnika A, podczas gdy teraz wprowadzone g1 zale!y od 

liczby poziomów czynnika B);

– hipoteza H0: (&")ij = 0 dla i = 1, 2, …, k oraz j = 1, 2, …, 

w

( )14
1 1     %F

f p

f p
tr H GR

A B

A B=
− + ( )
×

×
−

ze stopniami swobody g1 (zale!nymi od liczby poziomów 

przeci"% czynników) i g2.
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Kryterium $ladowym albo statystyk# T2-Hotellinga jest 

statystyka postaci:

(15)     T 2 = tr(HG–1 ) 

Rozk ad z próby tej statystyki mo!na aproksymowa% 

za pomoc# rozk adu prawdopodobie&stwa F Fishera –

Snedecora po wyznaczeniu stopni swobody f1 i f2 (we 

wzorach (12), (13) i (14) stopniom tym odpowiadaj# 

odpowiednio fA, fB i fA×B dla f1 oraz fR dla f2). Dla ca-

 ej statystyki testowej %F  przy prawdziwo$ci hipotezy 

zerowej wyznacza si" stopnie swobody g1 i g2, przy któ -

rych  %F  ma w przybli!eniu rozk ad F Fishera – Snedecora. 

(dla zaznaczenia tego przybli!enia nad liter# F znajduje 

si" w"!yk).

ZweryÞkujmy prawdziwo$% hipotezy zerowej dla ana-

lizowanego przyk adu. Z (12) wynika, !e – poza macierz# 

HA – musimy obliczy% G–1 (odwrotno$% macierzy G):

( )16
8 130

130 3200
     G =











(wyznacznik macierzy G jest ró!ny od zera, istnieje za-

tem macierz odwrotna)
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Podobnie jak G, macierz G-1 jest macierz# symetrycz-

n#:
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Macierz HG–1 jest macierz# symetryczn#, wi"c w miej-

scu kropek powinna by% taka sama liczba. Poniewa! po-

trzebne s# wy #cznie elementy g ównej przek#tnej tej ma-

cierzy, liczba ta nie zosta a wyznaczona.

W konsekwencji

( )18
1 1     %F

f p

f p
tr HGR

H

=
− + ( ) =−

(18)     , ,
8 2 1

1 2
1 609195 5 632184=

− +
⋅

=

Poniewa! dla analizy jednoczynnikowej stopnie swo-

body g1 i g2 wynosz# odpowiednio (por. Ahrens i Läuter, 

1979):
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sk#d g1 = 2, a g2 = 7 (gdy! k odpowiada liczbie poziomów 

czynnika, czyli 2, n = 10, a p = 2). Warto$% krytyczna dla 

poziomu istotno$ci - = 0,05 wynosi 4,74. Zatem hipotez" 

zerow# o braku efektów dzia ania czynnika A na struktur" 

zmiennych Y1 i Y2 nale!y odrzuci%.

Dla sytuacji III naszego przyk adu, w której skorelowa-

nie zmiennych obja$niaj#cych jest silne i relatywnie naj-

wy!sze, otrzymana warto$% statystyki %F III = 5,6322. Dla 

zaspokojenia ciekawo$ci odnotujmy w tym miejscu, !e 

dla sytuacji I oraz II naszego przyk adu warto$ci statysty-

ki testu wynosz# odpowiednio %F I = 9,1304, przy identycz-

nych jak wy!ej g1 i g2 jest to warto$% z obszaru krytycz-

nego, natomiast %F II = 4,3750 i jest to warto$% mniejsza od 

warto$ci krytycznej (przy stopniach swobody jak wy!ej). 

Wynik ten jest zgodny z nasz# wcze$niejsz# intuicj#, jako 

!e oczekiwano wy!szych warto$ci statystyki weryÞkuj#-

cej hipotez" o braku wp ywu czynnika w sytuacji I i III 

oraz ni!szej warto$ci tej statystyki w sytuacji II. 

Z formalnego punktu widzenia przedstawione powy!ej 

rozwi#zanie nie jest jedynym mo!liwym. Teoretycznie dla 

okre$lonych za o!e& metody istnieje niesko&czenie wiele 

dopuszczalnych rozwi#za&, czyli mo!liwych postaci sta-

tystyk weryÞkuj#cych hipotezy zerowe takie jak wy!ej. 

Zanim zaprezentujemy wa!niejsze z tych funkcji, maj#ce 

po!#dane w asno$ci formalne, niezb"dna jest pewna dy-

gresja.

Ka!da macierz kwadratowa A, maj#ca tyle samo ko-

lumn co wierszy, np. p, mo!e by% interpretowana jako pe-

wien sposób przekszta cenia p-wymiarowych wektorów. 

Ka!demu wektorowi z takiej p-wymiarowej przestrzeni, 

np. v, mo!na przyporz#dkowa% wektor x, równy A · v, 

czyli uzyskany z pomno!enia wektora pierwotnego przez 

macierz A. Taka operacja powoduje na ogó  zmian" d u-

go$ci wektora (który mo!e si" skróci% lub wyd u!y%), ale 

– co wa!niejsze – wektor z regu y zmieni swój kierunek 

w przestrzeni. Jednak!e s# takie wektory w przestrzeni 

(np. w naszej przestrzeni obserwacji), które zmieniaj# 

swoj# d ugo$%, ale nie zmieniaj# orientacji przestrzennej, 

tzn. wskazuj# ten sam kierunek, o czym w j"zyku mate-

matycznym mówimy, !e wektor x jest równoleg y do v. 

Takie wyj#tki nazywane s# wektorami w asnymi macie-

rzy A. Innymi s owy, istnieje taka liczba &, której pomno-
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!enie przez wektor przyniesie ten sam efekt, co pomno!e-

nie macierzy A przez ten wektor, czyli A · v = # · v. Je$li 

liczba ta jest ró!na od jedno$ci, zmieni si" tylko d ugo$% 

tego wektora. Je$li jest ona równa jedno$ci, nawet d u-

go$% wektora si" nie zmieni. Takie liczby & nazwane s# 

warto$ciami w asnymi macierzy A. A zatem wynik dzia-

 ania macierzy na wektor w asny sprowadza si" do po-

mno!enia go przez liczb" &. Je$li macierz A jest nie tylko 

kwadratowa, ale tak!e symetryczna, to wektory w asne 

– odpowiadaj#ce ró!nym warto$ciom w asnym – s# or-

togonalne.

Macierz# charakteryzuj#c# uzyskane z badania dane, 

kwadratow# i symetryczn#, jest macierz G–1 · H. Gdyby 

uda o si" wyznaczy% warto$ci i wektory w asne tej ma-

cierzy (o p kolumnach i p wierszach), w przestrzeni wek-

torów obserwacji mo!na by oby wyznaczy% nowy uk ad 

wspó rz"dnych z osiami prostopad ymi. Oznacza to opi-

sanie badanego zjawiska nowymi zmiennymi w liczbie 

mniejszej albo co najmniej równej p.

Jest to atrakcyjna perspektywa, poniewa! dzi"ki roz-

wi#zaniu zagadnienia w asnego macierzy G–1 · H pro-

wadzi do redukcji zbioru zmiennych pocz#tkowych. 

Wielowymiarowa analiza wariancji umo!liwia nie tyl-

ko odpowied' na pytanie, jak czynniki czy ich interak-

cje zmieniaj# warto$ci zmiennych obja$nianych, ale te! 

wskazuje, które z tych zmiennych mo!na wyeliminowa% 

jako redundantne, gdy! ich obecno$% w strukturze nie do-

starcza nowych informacji o naturze wp ywu czynników.

Zagadnienie wyznaczania nowych cech i eliminowania 

redundantnych jest rozwi#zywane przez analiz" dyskry-

minacji. Analiza ta ze zrozumia ych wzgl"dów powinna 

by% dokonywana równolegle z wielowymiarow# analiz# 

wariancji. A podstawowym argumentem matematycz-

nym jest to, !e kryterium $ladowe T2 [por. (15)] jest sum# 

wszystkich niezerowych warto$ci w asnych macierzy 

H · G–1:

( )20 2 1

1

     T tr HG h

h

t

= ( ) =−

=
∑λ

gdzie t . p oznacza liczb" niezerowych warto$ci w as-

nych (a tym samym liczb" wektorów w asnych),

(21)     t = min(p, s)

s – liczba liniowo niezale!nych kolumn (wierszy) macie-

rzy H.

Liczb" t mo!na wyznaczy% bardzo  atwo. Pami"taj#c, 

!e macierz H zawsze dotyczy licznika utworzonego z wa-

riancji $rednich z poziomów czynników albo licznika 

utworzonego z wariancji interakcji, s równe jest liczbie 

poziomów odpowiedniego czynnika – 1 lub dla interak-

cji – iloczynowi liczby poziomów obydwu czynników 

pomniejszonych o 1. Liczba s odpowiada liczbie stopni 

swobody dla wariancji jednowymiarowej. 

Z postulatów formalnych dotycz#cych postaci testu 

weryÞkuj#cego H0 wynika, !e posta% statystyki testu wie-

lowymiarowego musi by% funkcj# warto$ci w asnych ma-

cierzy H · G–1. Jedn# z dopuszczalnych statystyk (funk-

cji) jest %F , b"d#ca – jak wynika z (20) – funkcj# sumy 

warto$ci w asnych macierzy H · G–1. Innymi dopuszczal-

nymi statystykami oprócz kryterium $ladowego Lawleya-

-Hotellinga (por. Ahrens i Läuter, 1979; Tatsuoka, 1971; 

Timm, 1975) s#:

– kryterium Wilksa

( )22
1

11

     Λ =
+

=
+=

∏
G

H G hh

t

λ

– kryterium Pillaia

( )23 1
1

11

     V
hh

t

= −
+











=
∑

λ

– kryterium Roya maksymalnej warto$ci w asnej, /1, 

lub w nieco innej postaci:

( )24
1

1

1

     
λ

λ+

Warto zauwa!y%, !e dla przypadku dwóch analizowa-

nych grup, kryterium $ladowe T2 Lawleya-Hotellinga 

mo!e by% traktowane jako wielowymiarowy analog sta-

tystyki t testu t-Studenta dla dwóch niezale!nych popu-

lacji.

Inn# wzgl"dem %F  postaci# statystyki dla analizy jedno-

czynnikowej, opieraj#c# si" na kryterium '-Wilksa, jest: 

( )25
1 2 1 2

2

1

1
     F

k f f p pf

pf

k

k

R H H

H

=
−

⋅
+ − −( )− +Λ

Λ
gdzie

( ) /26 4 52 2 2 2     k p f p fH H= −( ) + −( )
przy stopniach swobody g1 i g2:

( )27
1

2
2 1 21 2          g pf g k f f p pfH R H H= = + − −( )− +( )

(gdy stopnie swobody macierzy H wynosz# fH = 1, wtedy 

przyjmuje si" tak!e k = 1 przy p = 2).

Kryterium ' Wilksa mo!na rozwa!a% jako wielowy-

miarowe uogólnienie statystyki F w jednowymiarowej 

analizie wariancji ANOVA, a dla przypadku jednowy-

miarowego warto$% ' jest odwrotnie proporcjonalna do 

warto$ci statystyki F:
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( )
/

28
1

1 1
1     Λ p

k n k F
= =

+ −( ) −( ) 

Jako !e prawa strona równania stanowi monotoniczn# 

funkcj" statystyki F, oznacza to, !e testowanie wielo-

wymiarowej hipotezy zerowej dla przypadku jednowy-

miarowego sprowadza si" do zastosowania statystyki F 

(Tatsuoka, 1971).

W przypadku dwóch analizowanych grup dla dowol-

nej liczby zmiennych obja$nianych zale!no$ci pomi"dzy 

warto$ciami kryterium $ladowym T2 Lawleya-Hotellinga 

i kryterium ' Wilksa mo!na przedstawi% w nast"puj#cy 

sposób (Johnson i Wichern, 2002):

( )29
1

2
1

2

     
Λ

=
−









 −

T

n

Im wi"ksza warto$% wspó czynnika T2, tym mniejsza 

warto$% wspó czynnika '.

Dla sytuacji III analizowanego przyk adu warto$% sta-

tystyki F pokrywa si" z warto$ci# statystyki %F :

( )
,

,30
1

1 1 609195
0 38326     Λ =

+
=

(gdy! dysponujemy zaledwie jedn# warto$ci# w asn# na 

podstawie (21))

(31)     fH = 1, fR = 8, p = 2

st#d k = 1, zatem

( )
,

,
,32

1 0 38326

0 38326

14

4
5 6322     F =

−
⋅ =

przy g1 = 2 i g2 = 7

W Tabeli 2 przedstawiono wyniki testu Boxa oraz wie-

lowymiarowego testu F dla wszystkich sytuacji, uzyska-

ne w pakiecie SPSS.

Równowa!no$% warto$ci statystyki F i %F , jak wspo-

mniano wy!ej, nie jest – niestety – zasad# ogóln#. 

W bardziej skomplikowanych planach badawczych war-

to$ci obydwu statystyk mog# si" ró!ni%. Mo!e si" wi"c 

zdarzy%, !e w przypadku F wynik jest istotny statystycz-

nie, za$ dla %F  – nieistotny lub odwrotnie. Odpowied' na 

pytanie, dlaczego tak jest – nie nale!y do  atwych i wi#!e 

si" z dwoma aspektami sprawy.

Pierwszym jest pytanie o moc ka!dego z wymienionych 

testów (a wi"c intuicyjnie o  atwo$% odrzucania hipotezy 

zerowej). Odpowied' w tej sprawie nie jest optymistycz-

na. Badanie Gnanadesikana i innych w latach 60. XX w. 

mocy tych testów dla przypadku dwu cech obja$nianych 

przez model (por. Ahrens i Läuter, 1979, s. 63) ujawni y 

w zasadzie „przewag"” F nad %F . W zasadzie, gdy! nie 

zawsze tak si" zdarza o.

Drugim jest pytanie o odporno$% testów na pogwa ce-

nie za o!e& metody. W 1981 roku Kariya (por. Zieli&ski, 

1985) opublikowa  wyniki du!ych bada& symulacyjnych 

nad moc# testów parametrycznych w sytuacji „normalno-

$ci” i „nienormalno$ci” rozk adów zmiennych. Okaza o 

si", i! w obu przypadkach jednostajnie najmocniejszym 

testem jest T2 Lawleya-Hotellinga.

W literaturze brak zgody odno$nie do tego, która ze 

statystyk i w jakiej sytuacji stanowi najlepszy wybór. 

W wi"kszo$ci przypadków odchylenia od wielowymia-

rowej normalno$ci maj# niewielki wp yw na rzeczy-

wisty poziom prawdopodobie&stwa pope nienia b "du 

pierwszego rodzaju (Everitt, 1979), jednak!e moc testów 

znacznie spada w przypadku platykurtyczno$ci rozk adu 

zmiennych obja$nianych (Olson, 1974). Zwykle, zarów-

no w przypadku ma ych, jak i du!ych efektów zmiennych 

obja$niaj#cych, warto$ci wszystkich czterech statystyk 

prowadz# do podobnych decyzji. Je$li ró!nice mi"dzy 

grupami dotycz# tylko jednego wymiaru, najmocniejszym 

z rozwi#za& jest statystyka oparta na kryterium Roya. Dla 

ma ych prób kryterium Pillaia gwarantuje stosunkowo 

odporn# statystyk" na naruszenie za o!enia o równo$ci 

macierzy kowariancji (Olson, 1976), a tak!e w przypad-

ku wyst"powania wspó liniowo$ci zmiennych obja$nia-

nych. Jednak!e, gdy za o!enie to nie jest spe nione, ba-

dacz nadal musi si" liczy% z mo!liwo$ci# podj"cia b "dnej 

decyzji, jako !e w takiej sytuacji rzeczywiste w stosunku 

do nominalnego prawdopodobie&stwo pope nienia b "du 

pierwszego rodzaju wzrasta, nawet gdy analizowane pró-

by s# równoliczne (Tang i Algina, 1999). 

We wszystkich powy!szych sytuacjach kryterium 

Wilksa nie ust"puje pod wzgl"dem w asno$ci pozosta-

 ym, co oprócz faktu, !e zosta o wywiedzione w ramach 

metody najwi"kszej wiarygodno$ci (maximum likeli hood, 

ML), jest najprawdopodobniej powodem jego najwi"kszej 

popularno$ci (Raykov i Marcoulides, 2008). Jednak!e 

' Wilksa jest bardzo wra!liwa na wyst"powanie przy-

padków odstaj#cych (outliers). Niedawno w literaturze 

Tabela 2. 

Warto$ci statystyki Boxa i F-wielowymiarowego 

Sytuacja Test Boxa MANOVA

F p F p

I 0,513 0,673 9,130 0,011

II 1,430 0,232 4,375 0,059

III 0,918 0,431 5,632 0,035
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zaproponowano jej odporn# posta% opieraj#c# si" na esty-

matorze MCD (minimum covariance determinant estima-

tor) dla przypadku jednoczynnikowej, wielowymiarowej 

analizy wariancji (Todorov i Filzmoser, 2010). 

Spraw" dodatkowo komplikuj# si a i kierunek skore-

lowania zmiennych obja$niaj#cych, które wp ywaj# na 

moc parametrycznych testów wielowymiarowych (Cole, 

Maxwell, Arvey i Salas, 1993b), dlatego coraz cz"$ciej 

w przypadku pogwa cenia za o!e& proponowane s# roz-

wi#zania nieparametryczne (Bathke, Harrar, Laurence 

i Madden, 2008; Finch, 2005; Finch i Davenport, 2009). 

Bez w#tpienia za o!enia, jakich spe nienia wymaga wie-

lowymiarowa analiza wariancji, ograniczaj# zakres jej 

aplikacji w badaniach spo ecznych. W obecnie rozwija-

nych alternatywnych podej$ciach statystyki testowe opie-

raj# si" na odleg o$ciach pomi"dzy obserwacjami i s# po-

równywane z rozk adami permutacyjnymi. W metodach 

permutacyjnych (Multiresponse permutation procedures 

– MRPP) jako statystka testowa wykorzystywana jest 

$rednia (wa!ona) odleg o$% wewn#trzgrupowa (Mielke 

i Berry, 2007). W wywodz#cym si" z ekologii podej$ciu, 

zaproponowanym przez McArdle i Anderson (2001), 

okre$lanym jako permutacyjna (nieparametryczna) 

MANOVA, proponowana statystyka „pseudo-F” zosta a 

skonstruowana na podstawie metody podzia u wariancji 

macierzy niepodobie&stwa (odleg o$ci). 

Warto zauwa!y%, !e w specyÞcznych przypadkach, gdy 

badacz zmienne mierzalne „silnie” skategoryzuje, two-

rz#c zaledwie kilka klas pomiaru, oczywi$cie nie mo!e 

pos ugiwa% si" MANOVA. Powinien zastosowa% analiz" 

korespondencji, w której kategorie warto$ci wszystkich 

czynników stanowi yby jeden zbiór zmiennych (tzw. ze-

ro-jedynkowych) natomiast kategorie zmiennych obja-

$nianych – drugi zbiór (por. Aranowska i Ciok, 1992).

Poszukuje si" tak!e lepszych rozwi#za& parametrycz-

nych, czego przyk adem mo!e by% uogólniony test F 

(generalized F-test), szczególnie u!yteczny w przypad-

ku wielu zmiennych obja$nianych i ma ych prób (Liang 

i Tang, 2009). W literaturze nie rekomenduje si" analizo-

wania zbyt du!ej liczby zmiennych obja$nianych. Moc te-

stów wielowymiarowych maleje wraz ze wzrostem licz-

by zmiennych obja$nianych (DasGupta i Perlman, 1973). 

Sensownym rozwi#zaniem ograniczaj#cym liczb" zmien-

nych mo!e by% na przyk ad wcze$niejsze wykorzystanie 

w tym celu analizy sk adowych g ównych.

Wi"kszo$% programów statystycznej analizy danych po-

daje warto$ci wszystkich czterech statystyk i zwykle pro-

wadz# one do tych samych decyzji odno$nie do hipotezy 

zerowej. Ze wzgl"du na swoje zalety, a tak!e na tradycj" 

(zosta o wyprowadzone jako pierwsze) najpowszechniej 

wykorzystywane jest kryterium Wilksa. W wypadku roz-

bie!no$ci decyzji podejmowanych co do hipotezy zero-

wej badacz musi podda% analizie macierze kowariancji 

i warto$ci w asne oraz – w $wietle dyskutowanych wy!ej 

ogranicze& ka!dej ze statystyk – oceni% sprzeczne kon-

kluzje. 

Wspomniano wy!ej, !e wyznaczanie warto$ci w as nych 

macierzy H · G-1 niezb"dne jest nie tylko ze wzgl"du na 

potrzeb" wyznaczania warto$ci wielowymiarowego testu 

F czy %F , lecz tak!e dlatego, i! wi#!e si" to z mo!liwo-

$ci# redukcji zbioru zmiennych obja$nianych do zbioru 

mniejszego, dla którego warto$% testu w dalszym ci#gu 

jest istotna. Innymi s owy, chodzi o wyznaczenie takiej 

minimalnej w sensie liczby zmiennych struktury cech, na 

któr# czynniki wp ywaj# najsilniej. Metod# wskazuj#c# 

najsilniejsz# dyskryminacj" wp ywów poziomów czynni-

ków na badane zmiennej jest analiza dyskryminacji.

Zastosowanie metody MANOVA 

do analizy efektywno!ci pracy mened erów

Celem przywo anych ni!ej bada& (Strza ecki i Toma-

szewicz, 2004), „by a próba wyja$nienia psychologicz-

nych mechanizmów efektywno$ci pracy mened!erów 

i osi#gania przez nich sukcesu, rozumianego jako wynik 

twórczego zarz#dzania przez nich lud'mi i zasobami, 

w tym równie! informacyjnymi” (s. 127). Zak adano, 

!e zarz#dzaj#cy efektywnie wykazuj# wobec ludzi nie-

dzia aj#cych w biznesie specyÞczn# konÞguracj" cech 

ludzi twórczych opisan# przez model Stylu Twórczego 

Zachowania (STZ) Strza eckiego (2003), cz"$ciowo 

operacjonalizowan# za pomoc# kwestionariusza Style 

Zachowania Si". Ze wzgl"du na temperamentalne uwa-

runkowania efektywno$ci dzia a& mened!erskich, do 

bada& w #czono kwestionariusz temperamentu FCZ-KT. 

Badanie dziedziny intelektualnej ograniczono do odtwo-

rzenia adaptacyjnej gi"tko$ci my$lenia (wed ug modelu 

SIM) mierzonej na skali Usuwania Zapa ek Guilforda, 

natomiast aspekty aksjologiczne zaw"!ono, uwzgl"dnia-

j#c konstrukt koherencji Antonovsky’ego operacjonalizo-

wany Kwestionariuszem Poczucia Koherencji (SOC).

W przeprowadzonym badaniu podstawowym proble-

mem badawczym by o zatem okre$lenie ró!nic doty-

cz#cych temperamentalnych, osobowo$ciowych oraz 

poznawczych aspektów funkcjonowania mened!erów 

wysokiego szczebla (dyrektorzy i prezesi Þrm) oraz pra-

cowników sfery bud!etowej. Badano grupy o tej samej 

liczebno$ci (n1 = n2 = 43). Analiz" wyników przeprowa-

dzono za pomoc# jednoczynnikowej, 15-wymiarowej 

analizy wariancji (MANOVA). Do analizy w #czono wy-

niki uzyskane przez osoby badane z obu grup we wszyst-

kich narz"dziach (6 skal kwestionariusza temperamentu 

FCZ-KT + 5 skal Kwestionariusza Style Zachowania 
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Si" + 3 skale Kwestionariusza Poczucia Koherencji 

Antonovsky’ego + 1 skala Testu Usuwania Zapa ek 

Guilforda = 15). Wynik ogólny kwestionariusza Poczucia 

Koherencji Antonovsky’ego (SOC), jako !e stanowi on 

sum" wyników trzech skal tego kwestionariusza, zosta  
wy #czony z analizy. 

Podstawowym za o!eniem dla stosowania modelu 

MANOVA jest za o!enie o równo$ci macierzy kowa-

riancji w porównywanych próbach weryÞkowane za 

pomoc# testu Boxa. W przypadku uzyskanych wyników 

za o!enie to zosta o spe nione (warto$% statystyki F opie-

raj#cej si" na statystyce M testu Boxa by a równa 1,179; 

p = 0,088 > 0,05), co pozwoli o na zastosowanie modelu 

do analizowanych danych. 

Warto$% wielowymiarowego testu F opieraj#cego si" 

na statystyce lambda Wilksa, podobnie jak wszystkich 

pozosta ych statystyk, wynios a 4,607; p = 0,0005 i oka-

za a si" istotna statystycznie na przyj"tym poziomie istot-

no$ci $ = 0,05. Okaza o si" zatem, !e osoby aktywnie 

zarz#dzaj#ce na co dzie& wobec osób niepodejmuj#cych 

dzia alno$ci w biznesie ró!ni# si" nasileniem analizowa-

nej struktury zmiennych. Profesjonalizm mened!erski 

wyja$nia oko o 50,0% zmienno$ci analizowanej struktury 

cech ((2
wielowymiarowe = 0,497).

Warto$ci statystyki t testu t-Studenta dla poszczegól-

nych skal wykorzystanych w badaniu narz"dzi, przed-

stawione zosta y w Tabeli 3. W tabeli zamieszczono te! 

dodatkowo warto$% statystyki t otrzyman# dla porów-

nania – wy #czonych z analizy wielowymiarowej – wy-

ników ogólnych kwestionariusza Poczucia Koherencji 

Antonovsky’ego (SOC). Tabela zawiera ponadto oszaco-

wania wielko$ci efektów dzia ania czynnika dla poszcze-

gólnych zmiennych przeprowadzone za pomoc# wspó -
czynnika d-Cohena (Cohen, 1977; 1992).

Warto$ci jednowymiarowych statystyk F, które z re-

gu y podaje si" po wielowymiarowej analizie wariancji, 

w przypadku dwóch populacji niezale!nych równe s# t2. 

Co zatem bra% pod uwag", rozwa!aj#c wyniki bada&: 

t czy F? Za wyborem statystyki t przemawiaj# nast"pu-

j#ce argumenty. Po pierwsze, test t umo!liwia weryÞ-

Tabela 3. 

Warto$ci statystyki t 

Nazwa skali Grupa kryterialna Grupa kontrolna t p d

 M  SD  M SD

FCZ-KT

(wawo$% 017,28 02,66 015,44 03,79 2,61 0,0050 0,57

Perseweratywno$% 010,19 04,81 011,86 04,14 1,73 0,0400 0,38

Wra!liwo$% sensoryczna 014,74 04,20 015,12 03,52 0,44 nist. 0,10

Reaktywno$% emocjonalna 007,00 04,40 011,16 05,64 3,82 0,0003 0,83

Wytrzyma o$% 011,42 05,11 009,56 04,24 1,84 0,0350 0,40

Aktywno$% 012,16 04,92 007,60 04,05 4,69 0,0003 1,02

Style Zachowania Si#

Aprobata !ycia 022,88 04,14 020,53 03,89 2,71 0,0040 0,59

Silne ego 037,93 09,19 031,28 11,00 3,04 0,0015 0,66

Samorealizacja 034,70 08,54 028,91 07,01 3,44 0,0005 0,75

Gi"tko$% procesów poznawczych 045,84 09,26 040,93 09,66 2,40 0,0090 0,53

Wewn"trzna sterowno$% 037,95 07,09 032,93 08,81 2,91 0,0025 0,64

SOC

Poczucie zrozumia o$ci 051,16 07,15 044,47 09,02 3,82 0,0003 0,83

Poczucie zaradno$ci 057,23 05,45 049,09 08,37 5,34 0,0003 1,17

Poczucie sensowno$ci 048,14 05,04 041,81 06,13 5,22 0,0003 1,14

Wynik ogólny SOC 156,53 14,63 135,37 20,42 5,53 0,0003 1,21

Test Usuwania Zapa ek

Adaptacyjna gi tko!" my!lenia 037,65 10,52 23,37 9,68 6,56 0,0003 1,43

p – dla testu jednostronnego
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kowanie hipotezy kierunkowej, zatem przy tym samym 

poziomie istotno!ci $ minimalizuje prawdopodobie%stwo 

pope&nienia b& du II rodzaju ( ), tym samym jest testem 

mocniejszym. Po drugie, na poziomie tre!ciowym ujawnia 

wi cej cech dyskryminowanych przez poziomy czynnika. 

Tak by&o w tym przypadku. Jednowymiarowy test F nie 

ujawni& ró'nic poziomów perseweratywno!ci (p = 0,08) 

i wytrzyma&o!ci (p = 0,07), które ujawni& test t-Studen-

ta. Wielko!ci efektów dla tych zmiennych, wynosz(ce 

odpowiednio 0,38 i 0,40, przekraczaj( wielko!" uznan( 

za ma&( (d = 0,20), zbli'aj(c si  do przeci tnej warto!ci 

efektu (d = 0,50). 

Nast pnym niezb dnym etapem analizy danych jest 

przeprowadzenie analizy dyskryminacyjnej w celu wyod-

r bnienia skal, na które czynnik (przynale'no!" do grupy) 

wp&ywa najsilniej. Analiz( obj to wyniki 15 skal czterech 

wykorzystanych w badaniu kwestionariuszy, wy&(cza-

j(c z niej – rzecz jasna – wynik ogólny kwestionariusza 

Poczucia Koherencji (SOC).

Wielokrotnie stosowane – dla ka'dej zmiennej od-

dzielnie – jednowymiarowe i odpowiednio czynnikowe 

analizy wariancji (ANOVA) traktowane jako kontrasty 

parametrów poka'( tylko, jaki jest samodzielny wk&ad 

ka'dej zmiennej do ró'nicy mi dzy grupami. Natomiast 

analiza dyskryminacyjna odtworzy cz(stkowy wk&ad ka'-

dej zmiennej z grupy &(cznie analizowanych zmiennych 

zwi(zanych konkretn( sieci( warto!ci wspó&czynników 

r-Pearsona, czyli konkretnie wzajemnie si  determinuj(-

cych. Komplementarne stosowanie obydwu metod pole-

cane jest w literaturze statystycznej ju' od lat 70. XX w. 

(Bergen i Seling, 1978; Enders, 2003). W pakietach sta-

tystycznych starszej generacji (np. OSIRIS czy MVD) 

analiza dyskryminacyjna jako procedura uzupe&niaj(ca 

wielowymiarow( analiz  wariancji by&a przeprowadzana 

standardowo. 

Metod  analizy dyskryminacyjnej mo'na porówna" 

z metod( regresji wielokrotnej, a zatem z sytuacj( prze-

widywania warto!ci jednej zmiennej (obja!nianej) na 

podstawie zbioru innych zmiennych (obja!niaj(cych). 

Rezultatem jest równanie regresji, za pomoc( którego 

mo'emy przewidywa" warto!ci zmiennej obja!nianej. 

W modelu regresji wielokrotnej wszystkie zmienne (obja-

!niana i obja!niaj(ce) powinny by" mierzalne. W modelu 

analizy dyskryminacyjnej zmienna obja!niana jest trakto-

wana jako nominalna (konstytuuj( j( poziomy czynnika, 

czyli zmiennej obja!niaj(cej), a rezultatem analizy jest 

posta" funkcji dyskryminacyjnej pozwalaj(cej na traf-

ne przewidywanie przynale'no!ci do okre!lonej grupy. 

Analiza umo'liwia zatem wyodr bnienie zmiennych naj-

silniej ró'nicuj(cych badane próby, a interpretacja wag 

dyskryminacyjnych dla ka'dej zmiennej jest podobna do 

tej, jak( stosujemy przy interpretacji wag beta w anali-

zie regresji wielokrotnej. Wielko!" poszczególnych wag 

dla ka'dej zmiennej stanowi informacj  o udziale ka'dej 

z tych zmiennych w efektywno!ci ró'nicowania pomi -

dzy interesuj(cymi nas grupami. Warto zauwa'y", 'e dla 

przypadku dwugrupowego (podobnego do tu analizowa-

nego) obydwie metody generuj( identyczne rozwi(zania, 

a warto!ci wag dyskryminacyjnych b d( proporcjonalne 

do warto!ci cz(stkowych wspó&czynników w równaniu 

regresji wielokrotnej. 

Inn( wygodn( miar( si&y dyskryminacyjnej poszcze-

gólnych zmiennych jest wspó&czynnik korelacji ka'-

dej zmiennej z warto!ciami funkcji dyskryminacyjnej. 

Kwadrat tego wspó&czynnika, cho" oznacza stopie% 

wyja!niania zmienno!ci danej zmiennej przez warto!ci 

utworzonej funkcji dyskryminacyjnej, to z racji jego sy-

metryczno!ci mo'e s&u'y" do okre!lenia zakresu determi-

nacji warto!ci funkcji dyskryminacyjnej przez poszcze-

gólne uwzgl dnione w analizie zmienne (por. Ahrens 

i Läuter, 1979). 

W Tabeli 4 zosta&y przedstawione warto!ci wag dyskry-

minacyjnych, czyli standaryzowanych warto!ci wspó&-
czynników funkcji dyskryminacyjnej dla analizowanych 

15 skal czterech kwestionariuszy. S( to wspó&czynniki 

standaryzowane (niezale'ne od jednostek, w których 

by&y mierzone zmienne), mo'emy zatem porównywa" ich 

warto!ci. Tabela zawiera tak'e warto!ci wspó&czynników 

korelacji ka'dej zmiennej z warto!ciami funkcji dyskry-

minacyjnej.

Otrzymana funkcja dyskryminacyjna pozwala na istot-

ne statystycznie ró'nicowanie pomi dzy !rednimi punk-

tów dyskryminacyjnych w obu grupach (warto!" lambdy 

Wilksa = 0,503; p = 0,0005). Uzyskana warto!" wspó&-
czynnika korelacji kanonicznej jest stosunkowo wysoka, 

równa 0,705. Funkcja charakteryzuje si  zadowalaj(c( 

efektywno!ci( ró'nicowania. Umo'liwia ona poprawne 

zaklasyÞkowanie 87,2% przypadków do obu grup: me-

ned'erów i pracowników bud'etowych. Rezultaty klasy-

Þkacji przedstawione zosta&y w Tabeli 5.

Efektywno!" ró'nicowania na podstawie funkcji dys-

kryminacyjnej jest wy'sza ni' obliczona na podstawie 

kryterium proporcjonalnych szans (C). Kryterium to 

wyznacza si  w nast puj(cy sposób: C = p2 + (1 – p)2, 

gdzie p jest proporcj( przypadków w jednej grupie (Aczel, 

2000, s. 893). Dla analizowanych danych wynosi ono 0,5, 

czyli 50%. Wspó&czynnik trafno!ci ró'nicowania otrzy-

manej funkcji dyskryminacyjnej znacznie przekracza 

t  warto!" (39 + 36 = 75 poprawnie zaklasyÞkowanych 

przypadków na wszystkie 86 przypadków, czyli 87,2%). 

)atwo sprawdzi", 'e proporcja poprawnie zakwaliÞkowa-

nych osób (0,872) istotnie statystycznie ró'ni si  od pro-
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Tabela 4. 

Warto!ci standaryzowanych wspó&czynników funkcji dys-

kryminacyjnej oraz wspó&czynników korelacji cech pierwot-

nych z cech( dyskryminacyjn(

Nazwa skali Wagi 

dyskryminacyjne

Wspó&czynniki 

korelacji

FCZ-KT

#wawo!" –0,081 –0,286

Perseweratywno!" –0,355 –0,190

Wra'liwo!" sensoryczna –0,064 –0,049

Reaktywno!" 

emocjonalna

–0,445 –0,419

Wytrzyma&o!" –0,348 –0,202

Aktywno!" –0,265 –0,515

Style Zachowania si!

Aprobata 'ycia –0,016 –0,298

Silne ego –0,006 –0,334

Samorealizacja –0,190 –0,377

Gi tko!" procesów 

poznawczych

–0,127 –0,264

Wewn trzna sterowno!" –0,387 –0,320

SOC

Poczucie zrozumia&o!ci –0,139 –0,419

Poczucie zaradno!ci –0,067 –0,587

Poczucie sensowno!ci –0,465 –0,574

Test Usuwania Zapa ek

Adaptacyjna gi tko!" 

my!lenia –0,669 –0,720

Warto!" ! Wilksa 0,503; p = 0,0005

Warto!" wspó&czynnika 

korelacji kanonicznej 0,705

porcji osób zakwaliÞkowanych poprawnie przypadkowo 

(0,50), wykorzystuj(c w tym celu statystyk  t postaci t =

P n− )( ( ) − )(0 5 0 5 1 0 5, / , , / , gdzie P – oznacza proporcj  

poprawnie zakwaliÞkowanych osób, a n = n1 + n2 (por. Hair 

i in., 1995). Otrzymana warto!" statystyki t równa jest 6,70 

i przy poziomie istotno!ci " = 0,05 przekracza warto!" 

krytyczn( dla liczby stopni swobody równej n – 2 = 86 – 2 

= 84 wynosz(c( odpowiednio 1,666 (jedno stronnie). 

Na podstawie analizy Tabeli 4, podobnie jak na pod-

stawie analizy warto!ci statystyki t i d (por. Tabela 3) 

mo'emy stwierdzi", 'e zmienna adaptacyjna gi tko!" 

my!lenia (mierzona testem Usuwania Zapa&ek Guilforda) 

wnosi najwi kszy udzia& do ró'nicowania mi dzy grupa-

mi. Otrzymana dla niej warto!" wagi dyskryminacyjnej 

(0,669), jak i warto!" wspó&czynnika korelacji (0,720), 

jest najwy'sza. Jednak'e, jak wida", uszeregowanie 

zmiennych ze wzgl du na ich u'yteczno!" w przewidy-

waniu przynale'no!ci do grupy uzyskane na podstawie 

wielko!ci standaryzowanych wag oraz warto!ci wspó&-
czynników korelacji wykazuje pewne rozbie'no!ci (por. 

Tabela 4). Na przyk&ad, bior(c pod uwag  warto!ci wag 

dyskryminacyjnych, udzia& zmiennej Poczucie zaradno-

!ci w ró'nicowanie mi dzy grupami (waga = 0,067) jest 

praktycznie 'aden. Natomiast bior(c pod uwag  warto!" 

jej korelacji z funkcj( dyskryminacyjn(, uplasowa&a si  

ona na drugim miejscu (r = 0,587). Co jest przyczyn( 

takiego stanu rzeczy? Otó' trzy rodzaje informacji u'y-

wane do oceny wzgl dnego znaczenia analizowanych 

zmiennych dla przewidywania przynale'no!ci grupowej 

(warto!ci statystyki F, standaryzowanych wag oraz wspó&-
czynników korelacji) b d( prowadzi&y do tych samych 

wniosków na temat oceny znaczenia zmiennych tylko 

wtedy, gdy skorelowanie mi dzy zmiennymi jest stosun-

kowo niewielkie. Kiedy pomi dzy zmiennymi wyst puje 

wysoki stopie% skorelowania, ich uszeregowanie nie musi 

by" takie samo. W takiej sytuacji warto!ci wspó&czynni-

ków funkcji dyskryminacyjnej musz( by" interpretowane 

ze znacznie wi ksz( ostro'no!ci(. Podobnie jak w przy-

padku analizy regresji, ma&a standaryzowana waga mo'e 

oznacza" nieistotno!" danej zmiennej dla rozró'nienia 

mi dzy grupami, ale mo'e oznacza" tak'e usuni cie jej 

wp&ywu ze wzgl du na wysoki stopie% wspó&liniowo!ci 

danych. We wskazywanym powy'ej przypadku analiza 

warto!ci wspó&czynników korelacji r-Pearsona wyzna-

czonych dla wszystkich par zmiennych ujawni&a wysok(, 

dodatni( zale'no!" pomi dzy zmiennymi Poczucie sen-

sowno!ci i Poczucie zaradno!ci. Warto!" wspó&czynnika 

korelacji r-Pearsona pomi dzy tymi zmiennymi dla ca-

&ej próby by&a równa 0,714; p = 0,0005, co oznacza, 'e 

Tabela 5. 

Rezultaty klasyÞkacji dokonanej na podstawie funkcji dys-

kryminacyjnej

Rzeczywista przynale'no!" 

do grupy

Przewidywana przynale'no!" 

do grupy

Mened'erowie Pracownicy 

bud'etowi

Mened'erowie 39 04

Pracownicy bud'etowi 07 36
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zmienne podzielaj( 51% zmienno!ci. Warto!ci te dla obu 

prób wynosz( odpowiednio: r = 0,527; p = 0,0005 dla 

mened'erów oraz r = 0,674; p = 0,0005 dla pracowników 

sfery bud'etowej. Mo'na podejrzewa", 'e na relatywnie 

wysok( korelacj  funkcji dyskryminacyjnej ze zmienn( 

Poczucie zaradno!ci (PZ) wp&ywa jej wysoki stopie% 

skorelowania ze zmienn( Poczucie sensowno!ci (PS) 

oraz ró'ny stopie% skorelowania obu tych zmiennych ze 

zmienn( najsilniej dyskryminuj(c( obie populacje, czyli 

Adaptacyjn( gi tko!ci( my!lenia (AGM). Na Rysunku 4 

przedstawione zosta&y warto!ci wspó&czynników korela-

cji omawianych zmiennych w obydwu grupach.

Jak wida" na Rysunku 4, zmienne Poczucie sensowno-

!ci i Adaptacyjna gi tko!" my!lenia nie wykazuj( – na 

podstawie omawianych tu bada% – istotnej relacji linio-

wej, natomiast tak( relacj  sugeruj( zwi(zki Poczucia 

zaradno!ci z Adaptacyjn( gi tko!ci( my!lenia oraz – co 

podkre!lano wcze!niej – Poczucia zaradno!ci z Poczu-

ciem sensowno!ci. Zarówno MANOVA, jak i analiza 

dyskryminacyjna premiuj( niezale'no!" (liniow() zmien-

nych przy poszukiwaniu ró'nic w rozk&adach cech w ró'-

nych populacjach (por. rozwa'ania drugiego punktu ni-

niejszego tekstu), dlatego w rozwi(zaniu analizy dyskry-

minacyjnej pojawi&a si  niska warto!" standaryzowanej 

wagi zmiennej Poczucie zaradno!ci. 

Wyznaczanie znaków wag cech dyskryminacyjnych 

ma zasadnicze znaczenie dla interpretacji tre!ciowej wy-

ników. Jest to chyba najbardziej znacz(cy dla badacza ar-

gument na rzecz stosowania metod wielowymiarowych. 

Wró"my do przyk&adu. Mimo i' w zmiennych #wawo!", 

Wytrzyma&o!" i Wewn trzna sterowno!" warto!ci !rednie 

mened'erów (grupy kryterialnej) by&y istotnie wy'sze ni' 

w grupie kontrolnej – podobnie jak w dwóch najsilniej 

ró'nicuj(cych grupy zmiennych: Adaptacyjna gi tko!" 

my!lenia i Poczucie sensowno!ci (por. Tabela 3) – ujemna 

waga tych trzech zmiennych w cesze dyskryminacyjnej 

(por. Tabela 4) oznacza, 'e im wy'sze warto!ci tych cech 

w grupach, tym wi ksze podobie%stwo tych grup, mniej-

sza dyskryminacja mi dzygrupowa (mniejsza warto!" 

cechy dyskryminacyjnej formalnie b d(cej wielokrotnym 

równaniem regresji). Zmienne #wawo!", Wytrzyma&o!" 

i Wewn trzna sterowno!", gdy realizuj( si  na poziomie 

wysokich warto!ci (skali), obni'aj( ró'nice mi dzygru-

powe, co oznacza zwi kszanie si  prawdopodobie%-

stwa zdarzenia polegaj(cego na z&ym klasyÞkowaniu 

takich osób do grup, nierozró'niania mened'erów od 

pracowników sfery bud'etowej. Odwrotnie – zmienna 

Perseweratywno!" przy swoich rosn(cych warto!ciach 

zwi ksza te ró'nice (por. Tabele 3 i 4). Takich implikacji 

badacz nie ma mo'liwo!ci wykaza" dzi ki analizom jed-

nowymiarowym.

Warto podkre!li", 'e interpretacji wyników badacz do-

konuje, analizuj(c równocze!nie warto!ci czterech wspó&-
czynników wyznaczonych dla ka'dej cechy pierwotnej: 

t, d, r i waga dyskryminacyjna. Tylko warto!ci ostatniego 

z nich uwzgl dniaj( relacj  po&(cze% cech pierwotnych, 

dlatego powinny by" promowane podczas uogólnie% tre-

!ciowych.

Spójrzmy ponownie na warto!ci wspomnianych wy'ej 

wspó&czynników dla obu zmiennych zawartych w Tabe-

li 6.

Warto!ci trzech pierwszych wspó&czynników dla 

Poczucia zaradno!ci s( porównywalne z odpowiednimi 

wspó&czynnikami otrzymanymi dla Poczucia sensowno-

!ci, natomiast warto!ci wag dyskryminacyjnych obydwu 

zmiennych ró'ni( si  dramatycznie. Bazuj(c przy inter-

pretacji wyników na zauwa'onym podobie%stwie, badacz 

nie mo'e okre!li", która ze zmiennych wnosi wi kszy 

Rysunek 4. 

Warto!ci wspó&czynników korelacji r-Pearsona pomi dzy zmiennymi Poczucie zaradno!ci, Poczucie sensowno!ci i Adapta-

cyjna gi tko!" my!lenia w obydwu grupach.
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udzia& tre!ciowy w dyskryminacj  wyró'nionych grup. 

Dopiero wyniki analizy dyskryminacyjnej umo'liwiaj( 

ocen  roli tych zmiennych w postulowanym modelu. 

W !wietle tocz(cej si  w literaturze dyskusji nad u'y-

teczno!ci( obu rodzajów wska*ników: korelacji pomi -

dzy zmiennymi pierwotnymi i funkcj( dyskryminacj( 

(okre!lanymi cz sto mianem wska*ników struktury) 

oraz standaryzowanymi wagami dyskryminacyjnymi 

najlepszym rozwi(zaniem wydaje si  rekomendacja, 'e 

w identyÞkacji zmiennych najsilniej dyskryminuj(cych 

populacje badacz winien jednak bra" pod uwag  obydwie 

miary. Obydwa wska*niki umo'liwiaj( okre!lenie wk&a-

du, jaki wnosi w ró'nicowanie mi dzy populacjami dana 

zmienna pierwotna, jednak'e ich warto!ci dostarczaj( 

odmiennych rodzajów informacji. Wska*niki struktury 

– jako wspó&czynniki korelacji ca&kowitej – ujmuj( ów 

wk&ad w sposób bezwzgl dny, nie uwzgl dniaj(c powi(-

za% mi dzy zmiennymi. Natomiast standaryzowane wagi 

dyskryminacyjne umo'liwiaj( jego okre!lenie w sposób 

wzgl dny, wyznaczony si&( powi(za% pomi dzy zmien-

nymi pierwotnymi. Oba wska*niki maj( wady i zalety, 

nie ma jednak 'adnego merytorycznego powodu, dla któ-

rego badacz mia&by rezygnowa" z uwzgl dniania które-

gokolwiek z nich (por. Stevens, 2002, s. 289). 

Ze wzgl du na rozbie'no!" wskaza% otrzymanych na 

podstawie warto!ci obu miar (por. Tabela 4) odno!nie do 

wielko!ci wk&adu analizowanych zmiennych w dyskry-

minacj  pomi dzy populacjami, na tym samym zbiorze 

15 zmiennych przeprowadzono powtórnie analiz  dys-

kryminacyjn(. Wykorzystano w niej inne dopuszczalne 

rozwi(zanie formalne odtwarzaj(ce funkcje dyskrymina-

cyjne, nazwane metod( stepwise (krokow(), podejmuj(c 

prób  zredukowania liczby zmiennych, czyli wyznacze-

nia regu&y klasyÞkacyjnej opartej na mniejszej liczbie 

zmiennych, tak by otrzymane rozwi(zanie charakteryzo-

wa&a podobna efektywno!" ró'nicowania. 

Metody krokowe (stepwise), cho" powszechnie wy-

korzystywane, cz sto stanowi( przedmiot zdecydowa-

nej krytyki. Znakomitej ilustracji dostarcza stwierdzenie 

Thompsona (2001, s. 86): „Uwa'am, 'e metody krokowe 

(np. regresja krokowa, krokowa deskryptywna analiza 

dyskryminacyjna) s( z&e, zgubne, kiepskie, bezwarto!cio-

we i b& dne. Dodatkowo nie lubi  ich”. Badacze wska-

zuj( na trzy problemy zwi(zane z wykorzystaniem me-

todologii krokowej: niepoprawn( liczb  stopni swobody, 

kapitalizacj  b& du próby (sampling error), co ogranicza 

mo'liwo!" generalizacji uzyskanych rezultatów, oraz to, 

'e za pomoc( tych metod cz sto nie udaje si  wyodr b-

ni" zbioru najlepszych predyktorów okre!lonej wielko!ci 

(Huberty, 1989, 1994; Snyder, 1991; Thompson, 1989, 

1995). Jednak'e, gdy celem analizy dyskryminacyjnej 

jest wy&onienie zmiennych najsilniej ró'nicuj(cych grupy, 

a nie przewidywanie przynale'no!ci grupowej obiektów, 

metody krokowe stosowane w kontek!cie wielowymiaro-

wej analizy wariancji jako jej uzupe&nienie, mimo swoich 

ogranicze%, mog( by" u'yteczne (por. Huberty, 1994), co 

dokumentuje przedstawione poni'ej rozwi(zanie. 

W Tabeli 7 zosta&y przedstawione warto!ci wag dyskry-

minacyjnych dla otrzymanego rozwi(zania. 

Otrzymana funkcja dyskryminacyjna, opieraj(ca si  na 

dwóch tylko zmiennych: Adaptacyjnej gi tko!ci my!le-

nia oraz Poczuciu sensowno!ci, pozwala na istotne staty-

stycznie ró'nicowanie pomi dzy !rednimi punktów dys-

kryminacyjnych w obu grupach (warto!" lambdy Wilksa 

= 0,569; p = 0,0005). Uzyskana warto!" wspó&czynnika 

korelacji kanonicznej, równa 0,656, jest tak'e stosunko-

wo wysoka i tylko nieznacznie ni'sza (o 0,049) od uzy-

skanej dla poprzedniej funkcji (równej 0,705). Otrzymana 

funkcja charakteryzuje si  tak'e zadowalaj(c(, zaledwie 

o 7% ni'sz( w porównaniu z poprzedni( funkcj(, efek-

tywno!ci( ró'nicowania. Umo'liwia ona poprawne za-

klasyÞkowanie 80,2% przypadków do obu grup: mene-

d'erów i pracowników sfery bud'etowej. Tak'e w tym 

przypadku proporcja poprawnie zakwaliÞkowanych osób 

(0,802) istotnie statystycznie ró'ni si  od proporcji osób 

przypadkowo zakwaliÞkowanych poprawnie (t = 5,60). 

Rezultaty klasyÞkacji przedstawione zosta&y w Tabeli 8.

Tabela. 6. 

Warto!ci statystyki t, d-Cohena, wspó&czynnika korelacji r z 

cech( dyskryminacyjn( oraz warto!ci wag dyskryminacyj-

nych dla wybranych dwóch zmiennych: Poczucia zaradno!ci 

i Poczucia sensowno!ci

Zmienna t d r waga

Poczucie zaradno!ci 5,34 1,17 0,587 0,067

Poczucie sensowno!ci 5,22 1,14 0,574 0,465

Tabela 7. 

Warto!ci standaryzowanych wspó&czynników funkcji dys-

kryminacyjnej 

Nazwa skali Wagi 

dyskryminacyjne 

Wspó&czynniki 

korelacji

Adaptacyjna gi tko!"
my!lenia

0,760 0,823

Poczucie sensowno!ci 0,572 0,655

Warto!" ! Wilksa 0,569; p = 0,0005

Warto!" wspó&czynnika 

korelacji kanonicznej 0,656
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Wykorzystuj(c niestandaryzowane warto!ci wspó&-
czynników otrzymanej funkcji dyskryminacyjnej (wy-

nosz(ce odpowiednio: 0,075 dla zmiennej Adaptacyjna 

gi tko!" my!lenia i 0,102 dla zmiennej Poczucie sensow-

no!ci) oraz warto!ci !rednich obu zmiennych w obu gru-

pach, mo'emy wyznaczy" !rednie warto!ci ró'nicuj(ce 

(!rednie warto!ci funkcji dyskryminacyjnej) dla ka'dej 

z grup:

Ymened'erowie = 0,075 + 37,67(!rednia zmiennej AGM) + 

0,102 + 48,14 (!rednia zmiennej PS) = 7,736;

Y pracownicy bud'etowi = 0,075 + 23,37(!rednia zmiennej AGM) 

+ 0,102 + 41,81 (!rednia zmiennej PS) = 6,017.

Widzimy, 'e mened'erowie charakteryzuj( si  wy'sz( 

przeci tn( warto!ci( ró'nicuj(c( w porównaniu z pracow-

nikami bud'etowymi. Wykorzystuj(c wyznaczone war-

to!ci, a dok&adnie u!redniaj(c je, mo'emy sformu&owa" 

prost( regu&  klasyÞkacyjn(, umo'liwiaj(c( przewidywa-

nie przynale'no!ci jednostki do danej grupy: Y  = (7,736 + 

6,017)/2 = 6,877. Je'eli warto!" jednostkowa jest wy'sza 

od 6,877, osob  nale'y sklasyÞkowa" jak mened'era, na-

tomiast gdy jest od 6,877 ni'sza – jako pracownika sfery 

bud'etowej.

Zaprezentowany w artykule przyk&ad analizy wielo-

zmiennowej wyników bada% Strza&eckiego i Tomasze-

wicz nad profesjonalizmem mened'erskim jest przyk&a-

dem realnie przeprowadzonych bada%, w których kon-

strukt teoretyczny zosta& opisany za pomoc( 15 wymiarów 

i jako poj cie nie mo'e by" zredukowany do mniejszej 

ich liczby na poziomie planowania nast pnych bada%. 

Nawet teraz, gdy metod( stepwise wygenerowano zbiór 

zmiennych najsilniej dyskryminuj(cych obydwie popu-

lacje, redukcja wymiarów konstruktu nie jest uzasadnio-

na, zwa'ywszy na wyniki MANOVA; nie tylko wyniki 

statystyki wielowymiarowej s( istotne, ale a' czterna!cie 

z analizowanych zmiennych (traktowanych jednowymia-

rowo, bez rozwa'ania ich struktury powi(za%) ma istotnie 

ró'ne warto!ci oczekiwane w obydwu populacjach (por. 

Tabela 3). Równocze!nie a' siedem zmiennych w kla-

sycznym rozwi(zaniu analizy dyskryminacyjnej (por. 

Tabela 4) ma wagi wy'sze ni' 0,3. Znalezione ró'nice 

nie upowa'niaj( do odrzucenia tej deÞnicji konstruktu na 

rzecz deÞnicji bardziej redukcyjnej, mimo 'e – jak wska-

zuje na to synteza wyników wszystkich przeprowadzo-

nych analiz – osiow( rol  w jego przypadku pe&ni( dwa 

ujawnione wymiary.

Zaprezentowany wy'ej przyk&ad ilustruje dwugrupo-

wy plan badawczy obejmuj(cy wi cej ni' jedn( zmienn( 

obja!nian(, b d(cy podstawowym planem badawczym 

wymagaj(cym zastosowania MANOVA i analizy dyskry-

minacyjnej. Dla schematów bardziej skomplikowanych 

&atwo wyprowadzi" procedury obliczeniowe, uogólniaj(c 

wzory podane wy'ej. 

Podsumowanie

W powy'szym tek!cie – po szczegó&owym opisaniu na 

poziomie formalnym wielowymiarowej analizy wariancji 

i przedstawieniu wszelkich koniecznych oblicze% na Þk-

cyjnych danych – odwo&ano si  do danych rzeczywistych, 

uzyskanych z konkretnych bada% psychologicznych. 

Chodzi&o o spe&nienie dwu celów: po pierwsze o ilustra-

cj  przekszta&cania warto!ci uzyskanych statystyk we 

w&a!ciwe interpretacje psychologiczne oraz – po drugie 

– o przekonanie Czytelnika do konieczno!ci u'ywania 

modelu analizy dyskryminacyjnej po MANOVA jako me-

tody wobec niej komplementarnej. 

W pewnym sensie analiza dyskryminacyjna mo'e by" 

traktowana jako specyÞczny wielozmiennowy test kon-

trastów niezb dnie stosowany po MANOVA, pe&ni(cy 

podobn( rol  w przypadku interpretacji danych, jak jed-

nozmiennowe testy kontrastów stosowane po ANOVA, 

czy analizach z powtarzanymi pomiarami. 

Podczas opisu metody MANOVA starano si  pokaza", na 

czym polega jej rozszerzenie wzgl dem analizy jednowy-

miarowej, czyli metody ANOVA, ze szczególnym zwró-

ceniem uwagi na specyÞczne zalety MANOVA. Przewaga 

wielowymiarowej analizy wariancji (MANOVA) nad jed-

nowymiarow( (ANOVA) – w kontek!cie obserwowania 

wielu zmiennych obj tych sieci( ró'nych relacji – jest 

oczywista z kilku powodów. 

Po pierwsze, wyniki analiz jednowymiarowych nie mog( 

by" syntetyzowane bezpo!rednio (&(czone w jedn( wspól-

n( konkluzj ) z przyczyn statystycznych (teoretycznych), 

a mianowicie na skutek niemo'no!ci okre!lenia wspólnej 

jednej warto!ci b& du wnioskowania pierwszego rodzaju. 

Jak wiadomo, w naukach empirycznych ka'dy wniosek 

jest probabilistyczny przy okre!lonym b& dzie wniosko-

wania. Wystarczy porówna" przedstawione wy'ej wzory 

dla stopni swobody statystyk F wielowymiarowych ze 

znanymi stopniami swobody dla ich jednowymiarowej 

wersji, by zda" sobie spraw  z rozbie'no!ci rozk&adów 

Tabela 8. 

Rezultaty klasyÞkacji dokonanej na podstawie funkcji dys-

kryminacyjnej

Rzeczywista przynale'no!" 

do grupy

Przewidywana przynale'no!" 

do grupy

Mened'erowie Pracownicy 

bud'etowi

Mened'erowie 34 09

Pracownicy bud'etowi 08 35



WIELOWYMIAROWA ANALIZA WARIANCJI – MANOVA      139 

prawdopodobie%stwa F Fishera – Snedecora, którymi po-

s&ugujemy si  w obydwu sytuacjach (tym samym z roz-

bie'no!ci warto!ci krytycznych, których przecie' nie spo-

sób u!rednia" dla wielu decyzji). 

Po drugie, wyniki analiz jednowymiarowych uzyski-

wane (zawsze!) przy za&o'eniu, 'e zmienne obja!niane 

s( niezale'ne, s( fa&szywe tym bardziej, im bardziej po-

wi(zana jest analizowana struktura cech. Pokaza& to opi-

sany wy'ej przyk&ad. W wersji jednowymiarowej zmien-

na Poczucie zaradno!ci mia&a wy'szy wynik t-Studenta 

i d-Cohena ni' zmienna Poczucie sensowno!ci. Mo'na 

by&oby przypuszcza", 'e ta pierwsza silniej jest dyskrymi-

nowana przez poziomy czynnika, albo – inaczej mówi(c 

– ta pierwsza wnosi wi kszy wk&ad w rozbie'no!" mi -

dzy wynikami obydwu grup. Analizy wielowymiarowe, 

uwzgl dniaj(ce si&  powi(za% mi dzy zmiennymi, obali-

&y t  konkluzj . Uwypukla to konieczno!" analizowania 

struktury zale'no!ci mi dzy zmiennymi obja!nianymi. 

W przypadku analiz jednowymiarowych interpretowanie 

ró'nic mi dzy warto!ciami !rednich wymaga uwzgl d-

nienia ich wariancji, natomiast przeprowadzanie analiz 

wielowymiarowych bez odwo&ania si  do zale'no!ci &(-

cz(cych obja!niane zmienne jest nie tylko bezcelowe, 

lecz wr cz bezsensowne. 

Po trzecie, wielokrotnie stosowane – dla ka'dej zmien-

nej oddzielnie – jednowymiarowe i odpowiednio czyn-

nikowe analizy wariancji (ANOVA) traktowane jako 

kontrasty parametrów poka'( tylko, jaki jest samodziel-

ny wk&ad ka'dej zmiennej do ró'nicy mi dzy grupami. 

Natomiast stosowana zawsze po wielowymiarowej ana-

lizie wariancji analiza dyskryminacyjna odtworzy cz(st-

kowy wk&ad ka'dej zmiennej z grupy &(cznie analizowa-

nych zmiennych zwi(zanych konkretn( sieci( warto!ci 

wspó&czynników r-Pearsona, czyli konkretnie wzajemnie 

si  determinuj(cych.

Powy'sze argumenty nie powinny stanowi" zach ty 

do ignorowania rozwi(za% jednowymiarowych. W in-

terpretacji przyk&adu dobitnie wskazano, 'e wszystkie 

informacje s( wa'ne i dopiero uj te komplementarnie 

stanowi( t&o formalne dla decyzji merytorycznej.
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PRZYPISY

1. Wektor jest to odcinek w przestrzeni, maj(cy okre!lon( 

d&ugo!" i kierunek. Dla zaznaczenia kierunku mówi si  o po-

cz(tku i ko%cu wektora, oznaczaj(c go strza&k(. Za pocz(tek 

wektorów obserwacji uwa'a si  pocz(tek uk&adu wspó&rz d-

nych. Zbiór punktów próbkowych to ko%ce wektorów obser-

wacji. D&ugo!" wektora (d&ugo!" odcinka) we wspó&rz dnych 

prostok(tnych równa jest pierwiastkowi z sumy kwadratów jego 

wspó&rz dnych.

2. G&ówn( przek(tn( jest ta z dwu przek(tnych macierzy, któ-

r( wyznaczaj( elementy niezmieniaj(ce po&o'enia przy zamia-

nie pierwszego wiersza z pierwsz( kolumn(, drugiego wiersza 

z drug( kolumn( itd., tzn. elementy (11, (22, …, (pp macierzy (2). 

Macierz, która powstaje z macierzy A przez zamian  kolumn na 

wiersze, nazywa si  macierz( transponowan( (lub przestawion() 

wzgl dem A i z regu&y oznacza si  j( symbolem A’.

3. Kowariancja zmiennej samej z sob( równa jest wariancji 

tej zmiennej, tote' chocia' na g&ównej przek(tnej macierzy , s( 

wariancje, mówi si  poprawnie: macierz kowariancji.

4. W algebrze macierzy nie istnieje operacja dzielenia ma-

cierzy, natomiast mo'na pomno'y" jedn( macierz przez macierz 

odwrotn( do drugiej. Poniewa' oszacowanie mianownika stano-

wi macierz G, wi c jest odwrotno!" G–1 wyst puje w te!cie %F . 

Z pomno'enia tych dwu macierzy otrzymuje si  tak'e macierz. 

Skrót tr (od ang. s&owa trace – !lad) oznacza sum  tych dwu 

elementów le'(cych na g&ównej przek(tnej macierzy. Zatem do 

testu %F  w ka'dej z tych trzech sytuacji wstawia si  nie macierz, 

lecz sum  elementów g&ównej przek(tnej macierzy uzyskanej 

z wymno'enia odpowiednich H i G–1.
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Abstract

The paper describes a model of the multivariate analysis of variance (MANOVA). First, we outline differ-

ences between this method and the univariate analysis of variance (ANOVA). We present basic repeated 

measures designs and point to the research designs that provide data which can be analyzed only with the 

MANOVA models. We describe formal structure of the MANOVA model and provide its basic deÞnitions. 

We show how these deÞnitions are related to terms of ANOVA. Development of the ANOVA logic into the 

MANOVA model is shown in relation to a discussion on independence between expected values of vari-

ables and their bivariate correlations (more precisely – means of variables and Pearson product-moment 

correlation coefÞcients). We explain how the assumptions, null hypotheses and test statistics of MANOVA 

have been developed from the ANOVA model. We point to the inconclusiveness of the formal MANOVA 

solution (lack of the one, established, test statistic) and show these test statistics which appeared most often 

in the statistical software in the last twenty years. We illustrate formalities of the model with one Þctional 

example of a simple one-way MANOVA. All test statistics introduced in this paper were calculated by 

hand and compared with SPSS output. Moreover, an example of application of multivariate analysis of 

variance in psychological research was portrayed, using a study on evaluation of managers’ performance. 

In this example, we emphasize reasons why it is necessary to complement MANOVA with another method: 

discriminant analysis.
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