Psychologia Spoleczna
2010 tom 5 2-3 (14) 117-141

ISSN 1896-1800

Wielowymiarowa analiza wariancji — MANOVA

Elzbieta Aranowska', Jolanta Rytel?

Y Wydzial Psychologii, Uniwersytet Warszawski
2 Instytut Psychologii, Uniwersytet Kardynala Stefana Wyszynskiego

Artykut dotyczy modelu wielowymiarowej analizy wariancji (MANOVA). W ramach wprowadzenia
przedstawiono réznice migdzy ta metoda i jednowymiarowa analiza wariancji (ANOVA), rownoczesnie
— w ramach opisu podstawowych planow badawczych z powtarzanymi pomiarami na tej samej populacji
— pokazano te schematy badawcze, ktore dostarczaja takich danych, ktére z kolei mogg by¢ analizowane
wylacznie metodami MANOVA. Opisujac strukturg formalng modelu, zaprezentowano podstawowe defi-
nicje z nim zwiazane, odwotujac si¢ do odpowiadajacych im poje¢ ANOVA i do naturalnego, intuicyjnego
ich rozszerzenia w MANOVA, wykorzystujac wczesniejsza dyskusje o niezaleznosci wartosci oczekiwa-
nych zmiennych i wartosci miar zwigzku dla par zmiennych (a doktadniej — niezaleznos$ci srednich arytme-
tycznych i wartosci wspolczynnika korelacji r-Pearsona). Zaprezentowano, na czym polega rozszerzenie
zatozen MANOVA, postaci hipotez zerowych oraz statystyk testu. Zwrdcono uwagg na niejednoznacznosé
rozwigzania formalnego (brak jednego ustalonego sprawdzianu testu) i przedstawiono te statystyki, ktore
najczesciej pojawialy si¢ w pakietach statystycznych ostatnich dwu dziesigcioleci. Ilustracja dla przedsta-
wionych rozwigzan formalnych byt fikcyjny przyktad dobrany dla najprostszego planu jednoczynnikowe;j,
dwuwymiarowej analizy wariancji, dla ktérego wyznaczono zarowno rgcznie, jak i za pomoca pakietu
SPSS wartosci wszystkich wprowadzanych statystyk. Przedstawiono takze przyktad aplikacji wielowy-
miarowej analizy wariancji w badaniach psychologicznych dotyczacych oceny efektywnosci pracy mene-
dzerow, rownoczesnie podkreslajac niezbednos¢ komplementarnego stosowania dwu statystycznych metod
analizy danych: wielowymiarowej analizy wariancji i analizy dyskryminacyjne;j.

Stowa kluczowe: wielowymiarowa analiza wariancji MANOVA, analiza dyskryminacyjna, metody wielo-

wymiarowe, statystyczne modele analizy danych

Plany badawcze dla metod analizy wariancji

Metodologia statystyki, zalezna od rozumowania in-
dukcyjnego, nie jest w peli skodyfikowana ani tez
wolna od kontrowersji. Rozni uzytkownicy, analizujac
ten sam zbior danych, moga dochodzi¢ do odmiennych
wnioskow. Zazwyczaj dane zawieraja wigcej informacji
niz mozna ujawnié¢ za pomoca dostepnych narzedzi sta-
tystycznych. To, w jakim stopniu uzytkownikowi uda si¢
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wydoby¢ te informacje, zalezy nie tylko od jego wiedzy,
ale rowniez od wprawy i do§wiadczenia. Czyni to staty-
styke sztuka polegajaca na dokonywaniu trafnych wybo-
row (Rao, 1994). Nietatwo dokonywaé takich wybordéw
bez rzetelnej wiedzy na temat podstaw wybranych metod
statystycznych oraz kryteriow wyboru odpowiedniej me-
tody analizy. Nietatwo takze wykorzystywac te metody
w kompetentny sposdb bez znajomosci ich ograniczen
oraz uprawnionych (badz nie) interpretacji uzyskanych
rezultatow analizy. Dynamicznie narastajaca transmi-
sja osiagnie¢ wspotczesnych nauk spotecznych, a takze
innych dyscyplin empirycznych stawia przed osobami
je uprawiajacymi (zar6wno w sposob czynny, jak i bier-
ny) coraz trudniejsze do spelienia wymogi (Brzezinski,
2006).

Podejmowane problemy badawcze rzadko maja prosta
struktur¢ jednozmiennowg (obejmujaca jedna badz kilka
zmiennych objasniajacych o niezaleznych poziomach
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wartosci oraz jedna tylko mierzalng zmienna analizowa-
na, czyli objasniana). W takiej sytuacji badacz powinien
rozwazy¢ zastosowanie modelu jednowymiarowej, jed-
no- badz wieloczynnikowej analizy wariancji (ANOVA),
jako ze populacje wyrdznione przez niezalezne poziomy
zmiennych objasniajacych to roztaczne grupy obiektéw
stanowiace populacje niezalezne. W przebiegu procesu
badawczego w naukach empirycznych o wyborze modeli
statystycznej analizy danych nalezy mysle¢ juz na etapie
operacjonalizowania analizowanych konstruktow, a brak
rzetelnej wiedzy na temat bardziej zaawansowanych, wie-
lowymiarowych modeli analizy moze nie tylko utrudnic,
ale wrecz uniemozliwi¢ badaczowi wlasciwe — na pozio-
mie tresciowym — sformutowanie problemu.

W podstawowych podrgcznikach do nauczania staty-
styki jej przydatnos$¢ uzasadnia si¢ koniecznos$cia ustale-
nia optymalnego schematu badawczego do istniejacych
juz hipotez. Trudno si¢ z tym zgodzi¢! Gdyby przyjac taki
punkt widzenia, nowe metody analizy danych nie mo-
glyby ani powstawac¢, ani si¢ rozwijac. Co gorsza, brak
znajomosci metod wielowymiarowych moze ograniczac
mozliwo$¢ dostrzezenia przez badacza wielowymiaro-
wej struktury podejmowanego problemu i jej specyfiki.
Innymi stowy, statystyka determinuje twdrcze stawianie
hipotez badawczych. Taki ,,wielowymiarowy sposob my-
$lenia” juz ponad ¢wier¢ wieku temu postulowali Huberty
i Smith (1982, s. 429).

Model wielowymiarowej, jedno- lub wieloczynnikowe;j
analizy wariancji (MANOVA) stosuje si¢ zwykle, analizu-
jac co najmniej dwie lub wigcej mierzalnych zmiennych
objasnianych, przy czym analizowane populacje, iden-
tyfikowane przez poziomy zmiennych objasniajacych,
to wylacznie populacje niezalezne. W takiej sytuacji po-
wstaje pytanie o wybor optymalnego modelu statystycz-
nej analizy danych: MANOVA czy wielokrotne analizy
jednowymiarowe (ANOVA)? Cho¢ wybdr wiclowymia-
rowej analizy wariancji wydaje si¢ oczywisty — badacz
analizuje wigcej niz jedng zmienng objasniang — to w spe-
cyficznych przypadkach lepszym wyborem byloby prze-
prowadzenie wielu analiz jednowymiarowych. Dzieje si¢
tak na przyktad wtedy (Huberty i Morris, 1989):

— gdy zmienne objasniane nie sa ze soba powiazane
merytorycznie, totez mozna traktowac je jako pojeciowo
niezalezne (na przyktad: wyobraznia przestrzenna, za-
dowolenie z zycia 1 perseweratywnos¢). Oznacza to, ze
bardziej ogolna struktura latentna wobec kazdej z tych
zmiennych nie jest (ale moze by¢) przedmiotem zaintere-
sowania badacza;

— gdy badanie ma charakter eksploracyjny, a celem
badacza jest sprawdzenie statusu metodologicznego no-
wej, wprowadzonej zmiennej objasnianej; chodzi zatem

o efekty oddziatywan czynnika/czynnikéw na t¢ wiasnie
zmienna;

— gdy wszystkie zmienne objasniane lub ich czgsci byty
uprzednio analizowane w kontekscie jednowymiarowym
— oczywiste jest, ze badacz w badaniach porownawczych
uwzgledni ten sam kontekst;

— gdy celem badacza jest wyselekcjonowanie grup
o podobnej charakterystyce ze wzgledu na zmienne ob-
jasniane, co stanowi wymodg konieczny do zaplanowania
dalszych badan o charakterze eksperymentalnym.

Model MANOVA staje si¢ optymalnym wyborem, gdy
badacz traktuje mierzalne zmienne objasniane jako powia-
zane ze soba, a tym samym tworzace strukturg relacyjng
cech, ktéra sensownie — w catosci lub w czgsci — da sig
interpretowaé merytorycznie. Implikuje to potrzebg wy-
fonienia (ewentualnie) ich podzbioru mozliwie najsilniej
roznicujacego analizowane populacje niezalezne (wska-
zane przez poziomy zmiennych objasniajacych) oraz
okreslenia wktadu kazdej ze zmiennych w dyskryminacje
migdzy populacjami. Wspomniane aspekty okresli¢c moz-
na, odpowiednio, jako problem selekcji zmiennych i pro-
blem ich uporzadkowania (Huberty i Morris, 1989).

Réwnoczes$nie warto zauwazy¢, ze dla decyzji o wy-
borze modelu analizy nie bez znaczenia jest to, jaki sys-
tem reprezentuja powiazane ze sobg zmienne. Badacz
moze traktowac zmienne obserwowalne jako (powiazane
ze sobg) przyczynowe wskazniki pewnej zmiennej (lub
zmiennych) latentnej, ktora stara si¢ ujawni¢ czy odkry¢.
Ale moze takze przyjac, ze sa one skutkiem empirycznym,
czyli sposobem, w jaki manifestuje si¢ owa zmienna la-
tentna. W tym ostatnim przypadku badacz winien rozwa-
zy¢ wykorzystanie modelu réwnan strukturalnych, ktore
stanowig lepsze rozwiazanie niz model MANOVA (Bollen
i Lennox, 1991; Cole, Maxwell, Arvey i Salas, 1993a).

We wstepie do pierwszego wydania Wielowymiarowej
analizy statystycznej Donald F. Morrison (1990, s. 11)
zauwaza, ze ,,w wielowymiarowej analizie statystycznej
stykamy si¢ z obserwacjami wielu zmiennych dokonywa-
nymi na tym samym obiekcie. Takie wlasnie obserwacje
spotykamy czegsto w socjologii, naukach spotecznych,
behawioralnych oraz w medycynie: ceny towarow, czasy
reakcji zdrowego organizmu czy tez wyniki badania krwi
u pacjenta sa przyktadami danych wielowymiarowych.
Tak jak w statystyce jednowymiarowej, zaktadamy, ze
préba sktada si¢ z wektoréw obserwacji dokonywanych
na réznych osobach czy tez innych niezaleznych od siebie
obiektach. Niemniej jednak wspolne pochodzenie zmien-
nych w jednym wektorze obserwacji powoduje, iz zmien-
ne te sa zalezne. Jest to wilasnie ta cecha, ktora odroznia
analiz¢ wielowymiarowa od jej jednowymiarowego pier-
wowzoru”.
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Rownoczesnie nie bez znaczenia jest, jaki status meto-
dologiczny maja zmienne obserwowane na tym samym
obiekcie, w konsekwencji — na tej samej populacji: moga
by¢ to czgsciowo lub catkowicie treSciowo rézne zmien-
ne, jedna zmienna badana wielokrotnie w zmieniajacych
si¢ warunkach lub jedna zmienna badana wielokrotnie
w tych samych warunkach. W przypadku dwu ostatnich
sytuacji mowi si¢ o powtarzalnosci pomiaru, ale w dwu
réznych aspektach:

»— powtarzalnos¢ doswiadczen w tych samych warun-
kach (badanie tego samego w identyczny sposob), ktora
na poziomie pomiarowym, czyli wyniku mierzenia, na-
zwana jest replikacja (replication) oraz

— powtarzalno$¢ doswiadczen w réznych warunkach
(badanie tego samego przy zalozeniu dziatania r6znych
poziomdéw zmiennych niezaleznych), ktéra na poziomie
pomiarowym — wobec braku polskiego okreslenia — moz-
na by nazwacd repetycja (repeated measures)” (Aranowska,
2005, s. 12). Ilustracje wspomnianych wyzej trzech sytu-
acji stanowi Rysunek 1.

Ze wzgledu na posta¢ hipotez zerowych wilasciwych
dla calej klasy metod analizy wariancji, mianowicie row-
no$¢ wartosci oczekiwanych ($rednich) pewnych popu-
lacji, wytacznie w sytuacji (b) mozliwe jest traktowanie
planu badawczego jako najprostszego schematu analizy
wariancji z catkowicie powtarzanymi pomiarami dla k-
-zaleznych populacji (inaczej jednoczynnikowej analizy
wariancji z catkowicie powtarzanymi pomiarami).

W sytuacji (a) — z powodu réznic merytorycznych mig-
dzy analizowanymi zmiennymi lub tez prawdopodobnej
roéznicy dlugosci skal zmiennych — pordwnywanie war-
tosci oczekiwanych jest bezzasadne; badacz powinien
zainteresowal si¢ raczej metodami korelacyjnymi (na
przyktad takimi, jak modele regresji, eksploracyjne Iub
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Rysunek 1.

Trzy podstawowe aspekty powtarzalnosci pomiaru: (a) skon-
czona liczba réznych zmiennych objasnianych mierzonych
w tych samych ustalonych warunkach; (b) jedna konkretna
zmienna objasniana mierzona w roznych warunkach (repety-
cje po poziomach czynnika A); (c) jedna konkretna zmienna
objasniana mierzona skonczona liczbg razy w tych samych
warunkach (replikacje).

119

konfirmacyjne analizy czynnikowe, analizy kanoniczne
czy modele rownan strukturalnych).

W sytuacji (¢), mimo ze dtugos$¢ skali przy kazdym
mierzeniu jest identyczna, pordwnywanie wartosci ocze-
kiwanych nie jest konieczne, poniewaz — z subiektywne-
go zatozenia badacza — nie zmienity si¢ warunki pomiaru,
czyli kilka wartosci pomiarowych — replikacji — uzyskuje
si¢ w obregbie tego samego poziomu czynnika. Ewentualne
zmiany warto$ci pomiarowych u konkretnej osoby nie
moga by¢ zatem ttumaczone przez dziatanie réznych po-
ziomdéw czynnika kontrolowanego w badaniu, ale przez
blizej nieznane fluktuacje bodzcéw losowych, wprowa-
dzajace dyspersj¢ warto$ci pomiarowych, ktdéra mozna
oceni¢, obliczajac na przyktad ich wariancje, 1 traktowac
jako btad losowy, czy — nazywajac krocej — blad, co nie
tylko czyni si¢ we wszystkich modelach analizy wariancji
z powtarzanymi pomiarami, ale — co wigcej — dodatkowo
zaleca uwzglednianie w schematach badan replikacji po-
miaréw, aby moc ten btad szacowac.

Po wprowadzeniu co najmniej jednego jeszcze poziomu
czynnika kontrolowanego w badaniu, poziomu zmiennej
objasniajacej, plan badawczy w sytuacji (a) i (¢) zmieni
si¢ na tyle, ze mozliwe bedzie zastosowanie do analizy
danych metod analizy wariancji. Jednak jaka to bedzie
metoda, zalezy od tego, czy nowy poziom ukonstytuuje
populacje zalezne wzgledem poprzednich, czy niezalez-
ne, jak pokazano na Rysunku 2.

Na Rysunku 2 w dwu kolumnach — sytuacja (a) i (c)
— przedstawiono cztery schematy badawcze.

1) Tylko dolny rysunek sytuacji (a) stanowi podstawo-
wy schemat dla MANOVA. Analiza danych z takich ba-
dan odbywataby si¢ poprzez zastosowanie k-wymiarowej
(gdy réznych zmiennych mierzalnych: X, Y, ..., Z jest
réwna k) i jednoczynnikowej (czynnik B o dwu niezalez-
nych poziomach wartosci) analizy wariancji. Aby prze-
prowadzi¢ obliczenia ta metoda, nalezy sprawdzié praw-
dziwos¢ wszystkich jej zalozen (opisanych nizej).

2) Na rysunku gérnym w sytuacji (a) zaznaczono sche-
matycznie dwukrotne badanie tej samej grupy osob wie-
loma réznymi zmiennymi mierzalnymi. Z jednej strony
wiadomo, ze poréwnywanie ich wartosci przecigtnych
jest albo bezzasadne (gdy dlugosé skal jest inna), albo
mato informacyjne (gdy skale sg tej samej dlugosci, ale
tresci — konstruktow — dos¢ rézne). Z drugiej zas strony
istnieja dwa powtarzane pomiary stanowiace populacje
zalezne dla kazdej zmiennej oddzielnie. Analiza takich
danych moze przebiegaé na wiele sposobdw, w zalezno-
$ci od pytania badawczego. Podobnie jak w sytuacji (a)
na Rysunku 1, stosowane tu metody statystyczne begda
gléwnie nalezaty do klasy metod stanowiacych tzw. ogdl-
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Sytuacja (a)

A 1 A2

B, X,Y,....Z | | X Y,...,Z

Populacje zalezne

A
B | XVY..z |
B, | XY..z |
Populacje niezalezne
Rysunek 2.

Sytuacja (c)

A1 A2

B, X1, Xo..., Xy | | X1, Xa.. .y Xic

Populacje zalezne

Ay
B | XuXeX |
B | XuXeX, |

Populacje niezalezne

Rozwinigcie podstawowych planow badawczych dla powtarzanych pomiaréw przedstawionych na Rysunku 1 w sytuacji (a)
i (c) poprzez wprowadzenie dodatkowego poziomu czynnika odpowiadajacego nowym warunkom badawczym.

ny model liniowy (GLM — por. np. Cohen, 1968; Graham,
2008). Tak wigc np.:

— mozna analizowa¢ stabilno$¢ pomiaru poprzez okre-
$lenie wartosci 1 istotno$ci korelacji »-Pearsona dla dwu
pomiardéw kazdej zmiennej oddzielnie;

— mozna zbudowa¢ prosty model regresji objasniajacy
drugi pomiar kazdej zmiennej oddzielnie przez pomiar
pierwszy;

— mozna znalez¢ roznice, D, obydwu pomiarow dla
kazdej zmiennej oddzielnie i sprawdzac testem z-Studen-
ta, czy §rednia zmiennej D rowna jest zeru (czy nie ,,prze-
sungly si¢” wartosci oczekiwane — $rodki ciezkos$ci skal
— w drugim badaniu);

— mozna sprawdzaé, czy wektor srednich zmiennych
D dla wszystkich zmiennych analizowanych tacznie jest
wektorem zerowym. Jest to sprawdzenie braku oddziaty-
wania nowych warunkéw badania na warto$ci przecigtne
calej struktury analizowanych zmiennych tacznie. Warto
pamiegtaé, ze dzigki ciagle niepoprawionemu btedowi
w oprogramowaniu pakietu SPSS hipotezg¢ taka weryfiku-
je si¢ przez uruchomienie w og6lnym modelu liniowym
opcji z powtarzanymi pomiarami po jednym czynniku
dla najprostszego modelu mieszanego analizy wariancji
i uzycie testu efektow migdzy obiektami (tests of betwe-
en-subjects effects) (Aranowska, 2005);

— mozna sprawdza¢ wymiarowo$¢ (merytorycznag i for-
malng) wszystkich zmiennych X, Y, ..., Z metodami eks-
ploracyjnej lub konfirmacyjnej analizy czynnikowej, czy
stosujac analize kanoniczna (canonical analysis) (por. np.
Harris, 1975);

— mozna sprawdzaé sieci, relacje powiazan migdzy
zmiennymi X, Y, ..., Z metodami analizy $ciezkowej

(path analysis), wplatajac w $ciezki powtdérzone pomiary,
lub tworzac $ciezki ze zmiennych réznic pomiarow, D.
Warto zauwazy¢, ze pojecie korelacji kanonicznej i anali-
zy $ciezek uzna¢ mozna za podstawy, na ktorych wyrosta
nowoczesna klasa metod statystycznych wspomnianych

nizej, SEM;
— mozna sprawdza¢ istnienie cech ukrytych determi-
nujacych nasilenie cech obserwowalnych X, Y, ..., Z,

tworzac model ich wzajemnych relacji, wykorzystujac
modelowanie rownan strukturalnych (structural equ-
ation modeling — SEM) (Graham, 2008) lub szczegdlnie
intensywnie ostatnio rozwijang podklas¢ tych modeli,
czyli modelowanie latentnych krzywych rozwojowych
(latent growth curve modeling — LGM) (Konarski, 2004;
Preacher, Wichman, MacCallum i Briggs, 2008).

Nie wyczerpano zapewne wszystkich mozliwosci ana-
lizy danych uzyskanych po uzyciu omawianego wyzej
schematu badan dla sytuacji (a), bowiem mnostwo spe-
cyficznych pytan badawczych moze uruchomic taki plan
gromadzenia danych. Podobnie rzecz si¢ ma z planem
omowionym wczesnie, gdzie podstawowa metoda anali-
zy wydaje si¢ MANOVA. To zawsze od decyzji badacza
zalezy postac hipotez i najlepszy sposob ich weryfikacji.

Nizej omoéwione zostang dwa schematy umieszczone
w drugiej kolumnie Rysunku 2 nazwanej sytuacja (c).

3) Na rysunku gornym zmienna replikowana k-krotnie
mierzona jest dwa razy.

Zgodnie z rozumieniem replikacji uzyskane wyniki sta-
nowig ponowne, zwielokrotnione pomiary nasilenia ce-
chy w tych samych warunkach dla uwiarygodnienia rze-
telno$ci operacji mierzenia. Wystarczy w tym przypadku
jakas miar¢ syntetyczng z pierwszej grupy replikacji po-
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rownac z ta miarg dla drugiej ich grupy, np. dwie warto$ci
oczekiwane (testem #-Studenta dla populacji zaleznych)
czy dwie wariancje (testem Fergusona). Oczywiscie, je-
$li mimo operowania takim schematem badacz nie bg-
dzie chciatl traktowaé swoich wynikow jako grup repli-
kacji odwzorowujacych doktadno$é¢ pomiaréw (w dwu
réznych warunkach) i bedzie optowal przy traktowaniu
ich jako powtarzanych pomiaréw, moze zastosowa¢ do
porownywania wartosci oczekiwanych — ze szkoda dla
uzytego rozwigzania formalnego, a wigc i dla interpreta-
cji treSciowej — dwuczynnikowa analiz¢ wariancji z cat-
kowicie powtarzanymi pomiarami (po dwu poziomach
czynnika A oraz po k poziomach roztozonego w nim
innego, nowego czynnika). Brak uwzglednienia replika-
cji w planach badan, ktérych wyniki mozna analizowac
metodami powtarzanych pomiaréw, uniemozliwia we-
ryfikowanie niektorych sposréd dopuszcezalnych hipotez
zerowych oraz powoduje, ze statystyki F, stosowane do
sprawdzenia czgsci pozostatych, mozliwych do zweryfi-
kowania hipotez, charakteryzuja si¢ nieadekwatng — wo-
bec licznikéw — postacia mianownika (por. np. Brzezinski
i Stachowski, 1984).

4) Na dolnym schemacie w sytuacji (c) na Rysunku 2
wprowadzone niezalezne dwa poziomy czynnika B im-
plikuja zbieranie replikowanych k-krotnie wynikow jed-
nej zmiennej w tych samych warunkach (jeden poziom
czynnika A) w dwdch prébach niezaleznych. Podobnie
jak w punkcie wyzej, nieuwzglednianie zmiennosci mie-
dzy replikacjami moze prowadzi¢ — po wyciagnigciu
z nich $rednich — do analizy danych testem 7-Studenta
dla dwu populacji niezaleznych. Natomiast ignorowanie
narzuconego przez samego badacza schematu z replika-
cjami i uznawanie ich za powtarzane pomiary prowadzi
go w tym przypadku do stosowania przy analizie danych
np. dwuczynnikowej analizy wariancji z czg¢$ciowo po-
wtarzanymi pomiarami (po jakim$ czynniku nowym,
dzialajacym na k poziomach zaleznych, gdy czynnik
B natomiast dziata na dwdch poziomach niezaleznych).

Doktadanie nowych pozioméw zaznaczonych na
Rysunku 2 czynnikow A i1 B zasadniczo nie zmieni klas
proponowanych analiz, natomiast doktadanie nowych
poziomow i nowych czynnikéow (C, D, ...) zwigkszy
wymiarowos¢ przestrzenng planow MANOVA czy po-
wtarzanych pomiaréw (a zatem liczb¢ dopuszczalnych
hipotez, liczbe niezbednych zatozen, taczna liczbe prob
i — czasami — liczbg os6b badanych w pojedynczej pod-
probie).

MANOVA stosuje si¢ najczesciej wtedy, gdy probuje sie
sprawdzaé potozenie wartosci oczekiwanych (Srednich)
grupy zmiennych mierzalnych tacznie w réznych popula-
cjach niezaleznych (np. w réznych grupach osdb). Jezeli
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te potozenia nie roznig si¢, nie ma podstaw do uznania,
ze przyczyna podziatu populacji na podpopulacje (efek-
ty oddzialywania jakiegos$ czynnika) realnie determinuje
przesuniecia srednich.

Analiz¢ wariancji z powtarzanymi pomiarami (catko-
wicie badz czgsciowo) stosuje si¢ najczesciej wtedy, gdy
probuje si¢ sprawdza¢ polozenie wartosci oczekiwanej
($redniej) jednej zmiennej mierzalnej w zmieniajacych
si¢ warunkach badania, a wiec gtdéwnie w réznych popu-
lacjach zaleznych (np. w tej samej grupie oséb). Dodanie
w schematach badawczych — do przynajmniej jednego
czynnika o poziomach zaleznych — nowego czynnika
o poziomach niezaleznych zmienia charakter plandéw
z pomiarow catkowicie powtarzanych na powtarzane
czgSciowo.

Wymienione wyzej dwie duze klasy metod maja rézne
zatozenia formalne. Zatozenia metod dla powtarzanych
pomiardéw sa mocniejsze. Gtoéwne réznice wynikaja z roz-
nego traktowania wynikow pojedynczego elementu proby
(osoby). W planie MANOVA i-ta osoba w konkretnych
warunkach badania (przy konkretnym poziomie czynni-
ka) charakteryzuje si¢ warto§ciami: x;, yi, ..., z. Liczby
te okreslaja nasilenia réznych zmiennych poprzez swoje
potozenie w pewnych miejscach na skalach tych zmien-
nych, skalach by¢ moze o roznej dtugosci. Zatem wartosé
8 na skali X wcale nie musi by¢ wigksza od wartosci 6 na
skali Y, jesli tylko skala Y jest dostatecznie krotsza (nasi-
lenie cechy odpowiadajace pomiarowi rownemu 8 przy
skali 40-punktowej jest znacznie mniejsze, niz nasilenie
cechy odpowiadajace pomiarowi rownemu 6 przy skali
20-punktowej; wystarczy w tym celu poréwnac¢ utamek
8/40 = 0,2 z utamkiem 6/20 = 0,3). Dlatego nie ma mozli-
wosci operowania pojeciem zmiennosci dla ciggu warto-
$cixy, yi,..., z;. Konsekwentnie bezsensowne jest liczenie
wartosci jakiejkolwiek miary rozproszenia, np. wariancji
tych pomiarow.

Odwrotnie w sytuacji pomiarow powtarzanych: obo-
wigzkowo musimy ocenia¢ zmienno$¢ wartosci i-tej 0so-
by: X1i, X2i,. . -, Xki» DY testowaé hipotezg o dynamice sredniej
zmiennej X w roznych, k, warunkach badania. Wariancja
wynikoéw pojedynczego elementu proby estymuje warian-
cj¢ populacji tych wszystkich elementow, ktore reaguja na
zmieniajace si¢ warunki, tak jak ten element.

Uwzglednianie badz nieuwzglednianie pewnych zmien-
nosci pomiardéw w roznych metodach statystycznych
odroznia je od siebie migdzy innymi na poziomie tresci
zatozen i — w konsekwencji — przyjmowanych rozwiazan
formalnych. Podsumowujac, nie ma mozliwosci zastgpo-
wania jednej metody statystycznej inng bez straty jakichs
informacji czy zysku innych. Naturalnie wptywa to na in-
terpretacj¢ merytoryczng wynikdw tych metod.
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Niezalezno$¢ analizy wartoSci oczekiwanych i analizy
zalezno$ci migdzy zmiennymi mierzalnymi

Analiza struktury powiazan migdzy zmiennymi obja-
$nianymi jest absolutna powinnoscia kazdego badacza
przynajmniej z dwodch waznych powoddw. Pierwszy
z nich jest natury merytorycznej, drugi zas — formalne;.
W empirii rzadko ma si¢ do czynienia ze zmiennymi,
ktore sa ze sobg parami nieskorelowane, dlatego badacz
bezwzglednie musi okresli¢ sit¢ i kierunki powiazan tych
zmiennych, poniewaz to wiasnie zakres skorelowania
miedzy zmiennymi warunkuje mozliwo$¢ analizowania
i interpretowania réznic migdzy warto§ciami oczekiwa-
nymi tych zmiennych w réznych populacjach. Ponizszy
prosty przyktad ilustrujacy podstawowy schemat dla
metody MANOVA (dwie zmienne objasniane o réznym
stopniu skorelowania oraz jedna zmienna objasniajaca
o dwoch niezaleznych poziomach wartosci), dobrze do-
kumentuje t¢ teze.

Przyktad 1. W dwéch 5-osobowych, losowych, nieza-
leznych probach dokonano pomiaru dwoch zmiennych
objasnianych Y; i Y,, mierzonych na skalach o rdznej
dlugosci. Rozpatrzmy — teoretycznie mozliwe — trzy sy-
tuacje. W kazdej z nich inny jest stopien skorelowania
zmiennych objasnianych (wspotczynnik korelacji pomig-
dzy zmiennymi Y 1 Y, dla kazdej z trzech sytuacji ozna-
czony jest symbolem 7 z indeksem i = 1, 2, oznaczajacym
odpowiednio obie grupy, zas symbolem 7 oznaczono
usredniong korelacje dla obu grup), natomiast takie same
pozostaja srednie zmiennych objasnianych Y, 1Y, (ozna-
czone jako y) oraz ich wariancje (oznaczone jako s?) i od-
chylenia standardowe (oznaczone jako s).

Wprowadzenie do eksperymentu dwu zmiennych obja-
$niajacych oznacza, ze z pewnego punktu widzenia wta-
$nie one obydwie opisuja to zjawisko, ktore badacz chce
szczegdtowo analizowaé. W jakim aspekcie zatem ba-
dacz bedzie myslat o wptywie (w sensie funkcjonalnym,
a nie przyczynowym) zmiennej objasniajacej na badane
zjawisko? Logika nasuwa odpowiedz: begdzie on myslat
o wplywie czynnika na cala strukture zmiennych obja-
$nianych, czyli o tacznym wplywie na obydwie zmienne,
a nie na kazda z nich oddzielnie. Jezeli przy przechodze-
niu z jednego poziomu czynnika na drugi, srednie zmien-
nych objasnianych nie tylko nie pozostaja w tych samych
miejscach na skali zmiennej, ale zmieniajg si¢ w tych sa-
mych kierunkach we wszystkich zmiennych, gdy zmien-
ne sg nieskorelowane, to wptyw czynnika jest znacznie
wigkszy na te strukturg niz wtedy, gdy tylko czg$¢ zmien-
nych zachowuje si¢ wedtug tej zasady lub wtedy, gdy sa
one skorelowane. Jesli nie ma wspdlnej dla calej grupy
reguty przyporzadkowan mig¢dzy wartosciami zmiennych

objasnianych i przyporzadkowania te sa przypadkowe
(czyli wartos¢ wspotczynnika korelacji p = 0) tak w catej
populacji, jak 1 w podpopulacjach wyznaczonych przez
poziomy zmiennej objasniajacej, to wptyw czynnika jest
znaczny, jesli jego efektem jest przesunigcie wartosci
wszystkich zmiennych w tym samym kierunku z pozio-
mu na poziom. Totez wartos$¢ testu weryfikujacego hipo-
tez¢ zerowg o braku wpltywu zmiennej objasniajacej na
grup¢ zmiennych objasnianych, przy tej samej réznicy
srednich w prdbach, powinna by¢ wyzsza przy braku
korelacji migdzy zmiennymi niz przy jej istnieniu (por.
Tabachnik i Fidell, 2001).

Z tego powodu réznice migdzy $rednimi grupowymi we
wszystkich trzech przedstawionych powyzej sytuacjach,
mimo iz sg identyczne dla zmiennej Y, i identyczne dla
zmiennej Y,, powinny by¢ traktowane jako coraz stab-
sze przy coraz wigkszym skorelowaniu tych zmiennych.
Zatem wartos¢ testu weryfikujacego hipotezg o braku
wplywu czynnika na struktur¢ zmiennych powinna by¢
najwyzsza w sytuacji I oraz odpowiednio nizsza w pozo-
statych sytuacjach.

Rozwazmy sytuacje, w ktdrej korelacje migdzy zmien-
nymi w populacji i wszystkich podpopulacjach sa maksy-
malne. To, ze zmienne sg od siebie liniowo zalezne, nie
ma wplywu na stopien ani kierunek zmian $rednich przy
zmianie poziomdéw czynnika: (a) réznica moze by¢ nie-
istotna statystycznie, (b) moze by¢ istotna, a $rednie dla
obydwu zmiennych zgodnie maleja badz rosna, (c) moze
by¢ istotna, jednakze srednie dla jednej zmiennej wzro-
sty, a dla drugiej zmalaty. Jednorodny wplyw czynnika
wystapit tylko w sytuacji (b) i1 ja wtasnie chcieliby$Smy
premiowaé, wyrazajac to wigkszymi wartosciami testu
weryfikujacego hipoteze¢ o braku wptywu czynnika. Totez
warto$¢ testu weryfikujacego hipotezg zerowa o braku
wplywu czynnika na grupe¢ zmiennych, przy tej samej
i w tych samych kierunkach r6znicy srednich w probach,
powinna by¢ wyzsza przy bardzo silnej korelacji miedzy
zmiennymi niz wtedy, gdy tylko jedna zmienna czescio-
wo wyjasnia druga.

Z powyzszych rozwazan wynika niezwykle wazny
wniosek. Otdz nasze przewidywania o zmianach tendencji
centralnych zmiennych maja sens wylacznie wtedy, gdy
zatozymy stalg struktur¢ powiazan migdzy tymi zmien-
nymi w populacji i podpopulacjach wyznaczonych przez
poziomy czynnikéw. Gdyby zupehie dowolnie zmieniaty
si¢ powiazania zmiennych przy przechodzeniu z poziomu
na poziom czynnikdw, nasze spekulacje dotyczace sred-
nich nie miatyby zadnego sensu oraz praktycznie niemoz-
liwe statoby si¢ skonstruowanie testu ujawniajacego te
wszystkie zmiany.
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Tabela 1.
Niezaleznos$¢ wspodtczynnika sity zwiazku dwu zmiennych od miar tendencji centralne;j
Grupy Lp. Sytuacja 1 Sytuacja 2 Sytuacja 3
Yl Y2 Yl Yz Y] Y2
1 6 100 6 100 6 100
2 5 70 5 90 5 90
3 6 40 6 100 6 100
4 4 90 4 70 4 70
5 4 100 4 40 4 40
2 25 400 25 400 25 400
Grupa [ _
N 5 80 5 80 5 80
e 4 2600 4 2600 4 2600
! 4 4 4 4 4
s 1 25,5 1 25,5 1 25,5
-50 90 90
" -0,4903 cov = —— 0,8825 cov = — 0,8825 cov = —
4 4 4
6 8 110 8 80 8 110
7 7 100 7 110 7 100
8 8 80 8 110 8 110
9 6 100 6 100 6 80
10 6 110 6 100 6 100
> 35 500 35 500 35 500
Grupa II _
Y2 7 100 7 100 7 100
) 4 600 4 600 4 600
? 4 4 4 4 4 4
5, 1 12,25 1 12,25 1 12,25
-20 -1 40
h —-0,4083 cov = 4 -0,2041 cov = —— 0,8165 cov = 4
y 6 90 6 90 6 90
Est i 197 _
S ymatoryy n1e9bc1qzone 3 1 20 1 20 1 20
(z dwu préb n;iny)
r -0,4375 0,5000 0,8125

Totez oprocz rownosci wariancji kazdej zmiennej ob-
jasnianej we wszystkich podpopulacjach — to zatozenie
znamy z analizy wariancji jednowymiarowej (ANOVA)
— podstawowym, drugim i réwnie waznym zatozeniem
wielowymiarowej analizy wariancji jest identycznos¢ ko-
relacji albo — co jest warunkiem roéwnowaznym — iden-
tyczno$¢ kowariancji kazdej pary zmiennych objasnia-
nych we wszystkich podpopulacjach wyznaczonych przez
poziomy czynnikow kontrolowanych w badaniu.

Jaka wartos$¢ (jeszcze nieznanej) statystyki weryfikuja-
cej brak efektow oddzialywania czynnika na zmienne ob-
jasniane spodziewamy si¢ uzyskac¢ w kazdej z trzech roz-
wazanych powyzej sytuacji (por. Tabela 1)? Na samym
dole Tabeli 1 sg podane odchylenia standardowe zmienne;j
Y, 1Y, Otéz srednie zmiennej Y, roznig si¢ o dwa od-
chylenia standardowe populacji (o, =5, =1), przy czym
$rednia w drugiej grupie jest wyzsza. Podobnie, $rednie
zmienne] Y, roznig si¢ dokladnie o jedno odchylenie
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standardowe populacji (0, =s, =20), érednia w grupie
drugiej jest rowniez wyzsza. Reasumujac, Srednie obu
zmiennych Y 1Y, roznia si¢ w grupie pierwszej i drugiej
— zwazywszy na identyczna liczb¢ badanych w kazdej
probie — prawie tak samo w sensie liczby btedow standar-
dowych —oraz X, > X; dla obu zmiennych. Uwzgl¢dniajac
zatem zwiazek tych zmiennych, spodziewamy si¢ wyz-
szych wartosci statystyki weryfikujacej hipoteze o braku
wplywu czynnika w sytuacji I i III oraz nizszej wartosci
tej statystyki w sytuacji Il (rozwiazanie tego przyktadu
przedstawione zostanie dalej).

Zalozenia analizy wielowymiarowej

Kazdej osobie badanej przyporzadkowanych jest
p wartosci pomiarowych, ktére odpowiadajq okreslonym
zmiennym objasnianym: Y, Y»,..., Y, (w przykladzie 1
p =2). Dla kazdego badanego otrzymalismy zatem p-wy-
miarowy wektor obserwacji'. GdybySmy potrafili wy-
obrazi¢ sobie uktad wspotrzednych sktadajacy si¢ z p osi,
to ten zbior p liczb dla jednej osoby okreslatby doktadnie
jeden punkt p-wymiarowej przestrzeni, rownoznaczny
z koncem wektora obserwacji (poczatkiem wektora jest
poczatek uktadu).

W przyktadzie 1 jest to przestrzen dwuwymiarowa i ta-
two wszystkie te punkty — konce wektoréw — odtworzy¢
dla dziesigciu 0séb. Zrébmy to dla sytuacji I1I z przykta-
du 1. Na Rysunku 3 widaé, ze dla kazdej osoby nie sg to
punkty rézne, np. punkt (6, 100) wystapit az trzy razy,
co zostato zaznaczone liczbami znajdujacymi si¢ obok
kazdego z nich. Zamiast tych liczb, mozna byloby wy-
prowadzi¢ trzecia o$, o$ frekwencji i punktowi (6, 100)
przyporzadkowac¢ trzy jednostki z tej osi. Powstalaby
zatem juz nie dwu-, ale trojwymiarowa przestrzen (przy
p zmiennych p + 1-wymiarowa), w ktorej ostatni wymiar
zarezerwowany zostalby dla zliczania, ile razy dany punkt
(a tym samym — wektor) wystapit w badaniu.

Nie wiemy, jak wygladatby taki rozktad frekwencji
w populacji, nie wiemy tez, ktdre wartos$ci wystepuja naj-
czesciej, a ktore najrzadziej. Totez zamiast o frekwencjach
przyporzadkowanych dyskretnym parom liczb natural-
nych odpowiadajacym wartosciom skal obydwu zmien-
nych — myslac o populacji — méwimy (po niezbednej
idealizacji w postaci uciaglenia tych zmiennych) o praw-
dopodobienstwach, a precyzyjniej o funkcji gestosci
prawdopodobienstwa dla dwu zmiennych tacznie, czyli
o dwuzmiennowej funkcji ggstosci prawdopodobienstwa.

Wielowymiarowsa analizg wariancji (MANOVA) moz-
na postugiwac si¢ wtedy, gdy te p-wymiarowe wektory
obserwacji pochodza z populacji o p-wymiarowym roz-
ktadzie normalnym prawdopodobienstwa. Zatozenie to
jest zgodne z podobnym zalozeniem dla jednowymiaro-
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Rysunek 3.
Geometryczny obraz wartosci uzyskanych dla dwu zmien-
nych w prdbie dziesigcioosobowej (przyktad 1, sytuacja III).

wej analizy wariancji (ANOVA) dotyczacym normalno-
$ci rozktadu prawdopodobienistwa zmiennej objasnianej
w populacji. Kazdy taki p-wymiarowy wektor w prze-
strzeni cech ma wigc okreslong — przez rozktad normalny
— szans¢ pojawienia si¢ w naszej probie, jesli pochodzi
ona z populacji o tym rozktadzie.

Zastandbwmy sie, co charakteryzuje ten rozktad.
Rozklad jednej zmiennej jest scharakteryzowany przez
$rednia populacji oraz wariancj¢. Podobnie dla rozktadu
zmiennej ztozonej z wielu zmiennych — z p zmiennych,
jak krotko powiemy dla (wektorowej) zmiennej p-wymia-
rowej — okreslone sg dwa parametry charakteryzujace ten
rozktad. Zamiast jednej sredniej mamy teraz p Srednich
w populacji, jedna dla kazdej zmiennej. Zatem pierw-
szym parametrem jego rozktadu jest wektor g, rowny:

Ky
m =7

Hy
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Drugi parametr rozktadu zalezy nie tylko od wariancji
wszystkich p zmiennych, ale takze od stopnia powigzan
miedzy nimi. Jest nim macierz kowariancji X, postaci:

Oy Op Oy,

Oy Onp 0,
(2 z= !

(e2 (e} (e}

gdzie o; oznacza wariancj¢ w populacji kazdej i-tej
zmiennej Yj, dlai=1,2,..., p, natomiast o;; 0znacza kowa-
riancj¢ zmiennych Y; z Y; w populacjidlai=1, 2, ..., p,
j=1,2,...,porazi#]j.

Przez analogi¢ do rozktadu jednej zmiennej, drugi para-
metr rozktadu powinien by¢ zalezny od wariancji wszyst-
kich badanych p zmiennych. Istotnie, takie wariancje
znajduja si¢ na glownej przekatnej macierzy (2)*. W jaki
sposob estymuje si¢ posta¢ macierzowa tego parametru?
Odpowiedz jest prosta: rozproszenie wynikéw w takiej
p-wymiarowe] przestrzeni zalezy od stopnia powigzan
zmiennych objasnianych, czyli osi uktadu wspdtrzed-
nych, na ktdrych ,,rozpina si¢” przestrzen naszych wek-
torow obserwacji. Wystarczy przeanalizowac ten fakt,
odwotujac si¢ do sytuacji III omawianego przyktadu 1.
Srednia korelacja pomiedzy Y, i Y, (oznaczona jako 7)
réwna jest tam 0,8125 1 jest istotna statystycznie. Mozna
przypuszczaé, ze w populacji istnieje silny zwigzek do-
datni migdzy Y, 1 Y,, co oznacza, ze duzym warto$ciom
zmiennej Y, odpowiadaja — z reguly — duze wartosci
zmiennej Y,, matym wartosciom Y, — mate wartosci Y».
Szansa, ze takie wlasnie pary pojawia si¢ w probie, jest
znacznie wyzsza niz szansa, ze pojawia si¢ inne mieszane
pary wartosci, tzn. mate z duzymi. Zatem w rozwazanej
przestrzeni tréjwymiarowej, w ktorej dwie osie stanowia
odpowiednio zmienne objasniane Y, 1 Y,, a trzecig —
prawdopodobienstwo realizacji wartosci obydwu zmien-
nych tacznie, ksztatt funkcji gestosci dwuwymiarowego
rozktadu normalnego zostanie wydtuzony wzdtuz linii re-
gresji miedzy Y, 1Y, (por. Koronacki i Mielniczuk, 2001,
rys. 2.9, s. 133). Na tej linii bowiem sg najwyzsze praw-
dopodobienstwa dla par wartosci Y; i Y, w najblizszym
potozeniu punktu (p, ). Im dalej od tego punktu na linii
regresji, tym bardziej maleja prawdopodobienstwa zre-
alizowania par wartosci obydwu zmiennych, ale i tak sa
one znacznie wyzsze niz prawdopodobienstwa realizacji
punktéw nielezacych na tej proste;.

Gdyby $ciaé czubek takiego wydtuzonego (przy bardzo
silnej korelacji migdzy zmiennymi) dwuwymiarowego
normalnego rozktadu prawdopodobienstwa wzdtuz ptasz-
czyzny réwnoleglej do ptaszezyzny Y, Y,, wtedy brze-
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gi wyznaczonej warstwicy bylyby bardzo waska elipsa.
Elipsa ta to linia tych samych wartosci funkcji gestosci
dwuwymiarowego rozktadu prawdopodobienstwa. Im
bardziej maleje zalezno$¢ migdzy zmiennymi w popula-
cji, tym bardziej te waskie elipsy — odpowiadajace tym
samym warto$ciom funkcji gestosci prawdopodobienstwa
— r0zs5Zerzaja sie, przyjmujac postaé okregu w skrajnym
przypadku, gdy korelacja rowna jest doktadnie zeru.

Wida¢ wigc, ze o rozrzutach warto$ci obu zmiennych
nie decyduja wytacznie wariancje tych zmiennych, ale
takze sita powigzan miedzy ich wartos$ciami. Stad dla
p zmiennych drugi parametr rozktadu prawdopodobien-
stwa jest zalezny i od wariancji, i od kowariancji par
zmiennych.

Oczywiscie nie znamy ani g, ani X. Jednakze na podsta-
wie proby mozemy ustali¢ nieobcigzone oceny obydwu
parametréw populacji. Estymatorem nieobcigzonym wek-
tora u jest wektor srednich w probie (dla zmiennych Y,

. 6
..., Yp). W naszym przyktadzie jest to wektor y = {90} .

Natomiast estymatorem nieobcigzonym macierzy X jest
macierz usrednionych kowariancji S, postaci:

S S Sip

S S S

21 22 2
3 S= :
Spl Sp2 Spp

gdzie na przekatnej znajduja si¢ usrednione wariancje
zmiennych Y, ..., Y, z dwu badanych grup, natomiast
symetrycznie powyzej i ponizej gtéwnej przekatnej sa
usrednione kowariancje par zmiennych, np. s;, oznacza
kowariancj¢ zmiennej Y, i Y, itd.* W sytuacji III oma-
wianego przykladu macierz S ma postaé (por. wartosci
w Tabeli 1):

4+4 90+40
@ s=| 8 8 _
90+40 2600+ 600
8 8
8 139
|8 g | | 1 16,25
1130 3200 | |16,25 400
8 8

Konkluzja jest gléwne zalozenie wielowymiarowe;j
analizy wariancji: p-wymiarowe wektory obserwacji
pochodza z populacji, w ktorej p-wymiarowa (wektoro-
wa) zmienna losowa ma rozkltad normalny z parametra-
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mi u, X, co oznaczamy kroétko jako N(u, X). Zmienna ta
ma ponadto rozktad normalny w kazdej z podpopulacji,
wyznaczonej przez poziomy czynnikow i ich przecigcia,
z parametrami np. dla i-tej podpopulacji rownymi g;, X,
czyli N(u;, X).

Zatozenie to zawiera wszystkie zalozenia jednowy-
miarowej analizy wariancji oraz jedno dodatkowe: za-
lozenie o identycznosci kowariancji dla ustalonej pary
zmiennych we wszystkich rozwazanych podpopulacjach.
Identycznos¢ wariancji i kowariancji wyraza si¢ tu w tej
samej macierzy X.

Podsumujmy w punktach podane wyzej zalozenia
MANOVA:

1. Wszystkie zmienne objasniane tgcznie muszg mieé
wielowymiarowy rozktad normalny w populacji i wszyst-
kich niezaleznych podpopulacjach wyznaczonych przez
poziomy czynnikdw i ich przecigcia.

2. Kazda zmienna objasniana ma homogeniczne wa-
riancje we wszystkich niezaleznych podpopulacjach wy-
znaczonych przez poziomy czynnikdéw i ich przecigcia.

3. Konkretne pary zmiennych objasnianych majg ko-
wariancje identyczne we wszystkich niezaleznych pod-
populacjach wyznaczonych przez poziomy czynnikow
iich przecigcia. Rozne pary moga oczywiscie mie¢ rdzne
kowariancje w danej podpopulacji. Zalozenie réznosci
kowariancji dla réznych par zmiennych nie jest dopusz-
czalne np. w metodach z powtarzanymi pomiarami; jest
to jedna z wazniejszych réznic migdzy metodami.

4. Losowych, niezaleznych (zewngtrznie i wewngtrznie)
podrob jest tyle, ile wynosi iloczyn poziomdéw czynnikow
kontrolowanych w badaniu (zmiennych objasniajacych).

5. Wszystkie te podproby sa koniecznie tej samej li-
czebnosci (w przeciwnym razie statystyka, ktora intu-
icyjnie konstruujemy — przez analogi¢ do przypadku jed-
nowymiarowego — nie bedzie miata zadnego ze znanych
rozktadow prawdopodobienstwa, w szczegdlnosci tego,
na ktorym nam zalezy, czyli rozktadu prawdopodobien-
stwa F Fishera—Snedecora).

Sprawdzenie zatozen przedstawionych wyzej jest ko-
nieczne. Prawdziwo$¢ zalozenia pierwszego nie do konca
moze by¢ wykazana z powodu braku adekwatnego opro-
gramowania komputerowego. Dlatego badacze czgsto
w tej sytuacji odwoluja si¢ do teorii odpornosci testow
statystycznych na pogwalcenie tego zatozenia (robust
theory), ktora w przypadku jednowymiarowym orzeka,
ze wystarczy rozktad w miarg symetryczny i jednomodal-
ny, niekoniecznie normalny, przy czym wielkos¢ kurtozy,
czyli stopnia sptaszczenia/smuktosci rozktadu, nie moze
by¢ znaczna.

W przypadku wielu zmiennych objasnianych w prak-
tyce badawczej probuje si¢ omingé problem, analizujac

choéby dwuzmiennowe rozktady frekwencji probkowych
(Stevens, 2002, s. 263), naturalnie po wczesniejszym za-
dbaniu o znaczne rozmiary prob. Rownoczesnie rekomen-
dowane jako praktyczne — bo tatwe do przeprowadzenia —
rozwigzanie, polegajace na sprawdzaniu normalnosci roz-
ktadu kazdej ze zmiennych objasnianych z osobna (Field,
2009, s. 593), wydaje si¢ mniej zasadne niz sprawdzanie
normalno$ci dwuwymiarowej dla kazdej pary zmiennych.
Normalno$¢ rozktadow dwuwymiarowych dostarcza in-
formacji o najprostszym przypadku ztozenia zmiennych
partycypujacych w catej wielowymiarowej strukturze,
umozliwiajac pierwszy wglad w zachowanie zmiennych
(czego nie da si¢ orzec na podstawie stwierdzenia normal-
nosci rozktadow jednowymiarowych).

Gdy p-wymiarowy rozktad prawdopodobienstwa jest
normalny, normalne sg takze rozktady w przestrzeni
0 mniejszej liczbie wymiardw, ale nie odwrotnie. Jezeli
dwie zmienne, kazda oddzielnie, maja normalny rozktad
prawdopodobienstwa, to ich ztozenie dwuzmiennowe nie
tylko nie musi mie¢ rozktadu normalnego, ale gestosé¢
dwuwymiarowa moze nawet nie istnie¢; innymi stowy
z faktu, Ze istnieja rozklady jednowymiarowe kazdej
z dwu zmiennych oddzielnie nie wynika, ze bedzie istniat
ich rozktad taczny. Czesciowo zalezy to takze od tego,
czy zmienne sa niezalezne, czy zalezne (Feller, 1978).
W praktyce, gdy rozktady brzegowe zmiennych obja-
$nianych mozna uzna¢ za normalne, wielowymiarowy
rozktad tych zmiennych czgsto rowniez jest rozkladem
normalnym (Gnanadesikan, 1977, s. 168), a patologicz-
ne przypadki danych, ktorych reprezentacje dla mniejszej
liczby wymiarow zachowuja normalnosé, tracac ja dla
wigkszej liczby wymiardw, w praktyce zdarzaja si¢ rzad-
ko (Johnson i Wichern, 2002, s. 153). Pewne rozwigzanie
stanowig testy dla skosnosci 1 kurtozy rozktadu wielowy-
miarowego (Mardia, 1980) badz tez proponowane w lite-
raturze nowe metody, takie jak test sektorowy (sector test
of multinormality), ktéry stanowi uogdlnienie na przypa-
dek wielowymiarowy testu zgodnosci ¥> (von Eye i Bo-
gat, 2004, por. tez Doornik i Hansen, 2008).

Zatozenia drugie 1 trzecie tacznie sprawdza si¢ testem
Boxa (por. np. Aranowska, 1996; Brzezinski i Stachow-
ski, 1984) przeznaczonym do badania rownosci macierzy
kowariancji w skonczonej liczbie populacji niezaleznych.
Statystyka Mtego testu stanowi uogdlnienie testu Bartletta
réwnosci wariancji (Morrison, 1990). Juz w 1953 roku
Box wykazat, ze test Bartletta jest bardzo wrazliwy na od-
stepstwa od normalno$ci rozktadu. Nalezy zatem oczeki-
wac, ze rozktad statystyki M takze bedzie bardzo czuty na
pogwalcenie zalozenia o wielowymiarowej normalnosci
zmiennych objasnianych w analizowanych populacjach,
na przyklad prawdopodobienistwo przekroczenia przez
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statystyke testu nominalnej pigcioprocentowej wartosci
krytycznej dla dwuwymiarowych rozktadow o matej kur-
tozie jest bardzo duze. Jak konkluduje Morrison (1990,
s. 373): ,,omawiany test nie powinien by¢ stosowany jako
rozstrzygajacy dla danych, dla ktérych wielowymiarowy
rozktad normalny wydaje si¢ nierealistyczny”. Zatozenie
o réwnosci macierzy kowariancji moze zosta¢ odrzucone
za pomoca testu Boxa nie z powodu jego niespelnienia,
ale z powodu odstgpstw od normalnosci rozktadu wie-
lowymiarowego zmiennych objasnianych. Jako alterna-
tywe badacz moze wykorzysta¢ techniki modelowania
strukturalnego, umozliwiajace sprawdzenie tego ztozenia
za pomoca odpornych metod (Raykov, 2001). Moze takze
zdecydowac si¢ przyjac bardziej konserwatywny poziom
istotnos$ci, np. a = 0,01 (Raykov i Marcoulides, 2008),
a spotyka si¢ w literaturze rekomendacje, zeby przyjmo-
wacé nawet o = 0,001.

Prawdziwos$¢ zatozenia czwartego 1 piatego zalezy
wylacznie od decyzji badacza. Jesli nie zadbat w fazie
planowania i prowadzenia badan o réwnoliczne proby,
nie ma zadnych podstaw do analizy danych metodami
MANOVA. Nalezy podkresli¢, ze zatozenie o niezalez-
nosci obserwacji jest niezwykle waznym, a czgsto po-
mijanym w literaturze zalozeniem, na co zwraca uwage
Stevens (2002, s. 258). Nawet niewielka zalezno$¢ pomig-
dzy obserwacjami powoduje dramatyczny, kilkakrotny
Wzrost rzeczywistego poziomu istotnosci w poréwnaniu
z nominalnym, subiektywnie przyjetym przez badacza.
W celu sprawdzenia tego zatozenia dla kazdej zmiennej
objasnianej mozna wykorzystaé wspotczynnik korelacji
wewnatrzklasowe;.

Postaé hipotezy

Przez analogi¢ do hipotezy jednowymiarowej, hipoteza
wielowymiarowa dla omawianego przyktadu bedzie za-
ktadata rowno$¢ srednich, tutaj: dwoch zmiennych obja-
$nianych w dwoch podpopulacjach (wyréznionych przez
dwa niezalezne poziomy czynnika) i w calej populacji,
nadto bedzie zapisana w postaci wektorowe;:

(5) Hy:pn=m=u
albo inaczej
(6) H,:o0,=9dlakazdegoi(i=1,2)

gdzie o; (w postaci wektorowej) standardowo oznacza
efekt gtowny dzialania i-tego poziomu czynnika A na
zmienna pierwsza 1 — odpowiednio — druga.

Hipoteza zerowa dotyczy rownosci trzech wektorow
W postaci:
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o LM
Hy . H, Hy

a wiec rownosci odpowiadajacych sobie wspotrzednych
tych wektordw, czyli u, 1 = 1, » = p 1 réwnoczesnie u,
=Hy,2 = Wp. Zatem hipoteza zerowa dotyczy réwnosci
srednich zmiennej Y; we wszystkich podpopulacjach
i calej populacji oraz jednoczesnie rownosci $rednich
zmiennej Y, we wszystkich podpopulacjach i catej popu-
lacji. Uwzgledniajac definicje efektu gtownego: w1, 1 — 101
=y, 1 OTaz fly o — U1 =y 2 dla zmiennej Y, i podobnie dla
Y, hipotez¢ zerowg mozna przedstawié jako:

®) {0‘ } : {a - } i m
a, a, , 0

lub tez: a,, | = a, » = 0 i rdwnoczesnie a, ; = o, = 0.

Widag, jak dalece zapis wektorowy uogdlnia to, co chce
si¢ powiedzie¢ o wszystkich zmiennych badanych razem.
Gdyby badacz objal analizg p (p > 2) zmiennych obja-
$nianych, przedstawione wyzej wektory sktadatyby sie
nie z dwu, lecz z p wspolrzednych (wierszy).

Przy dwu czynnikach kontrolowanych w badaniu — po-
dobnie jak w przypadku analizy jednowymiarowej — na-
lezy podda¢ sprawdzeniu trzy hipotezy z wektorami a;, f;

oraz (aff); rownymi zeru. Dla wielu, ¢ czynnikow, liczba
weryfikowanych hipotez wynosi 2°.

Postaé statystyki

Zardwno w zalozeniach, jak i w postaciach hipotez ze-
rowych wystepuja analogie z analiza jednowymiarowa.
Fakt ten musi znalez¢ odbicie w podobienstwie postaci
statystyki. W przypadku wielowymiarowym mianownik
statystyk stanowia usrednione wariancje z podpréb, two-
rzone réwnoczesnie dla p zmiennych wedhug zasady obo-
wiazujacej dla przypadku jednowymiarowego. Wiadomo,
ze w ANOVA mianownik statystyki F stanowi estymator
faczny wariancji (zmiennej objasnianej) w catej popula-
cji utworzony przez usrednienie wariancji probkowych.
Pojedyncza proba pobrana zostata losowo z podpopulacji
wyznaczonej przez jeden poziom czynnika kontrolowane-
go w badaniu badz — gdy jest ich wigcej — przez przecigcie
poziomow czynnikdéw. Przy wielu zmiennych objasnia-
nych rozrzut wynikéw w kazdej najdrobniejszej podpro-
bie (wybranej z podpopulacji utworzonej przez przecigcia
poziomow czynnikow) jest, jak wiadomo, zalezny nie tyl-
ko od wariancji kazdej ze zmiennych Yy, ..., Y, oddziel-
nie, ale takze od kowariancji migdzy tymi zmiennymi. Tak
wigc dla kazdej podproby mamy jedna macierz, sktadajaca
si¢ z wariancji i kowariancji migdzy zmiennymi Y1, ..., Y,
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(wyliczonymi z pomiaréw zawartych w tej podprobie).
Macierz wariancji-kowariancji taczna z wielu podprob
tworzy si¢ przez usrednienie tych wszystkich macierzy (co
pokazano wyzej). Na przyklad przy kontrolowaniu dwu
czynnikdw A 1 B powstanie macierz — na wzor przypadku
jednowymiarowego — z z [k - w -(m — 1)] stopniami swo-
body, gdzie k to liczba poziomdéw czynnika A, w — liczba
poziomow czynnika B, m — liczba 0s6b badanych w kaz-
dej podprdbce, identyczna dla kazdej z nich.

W przypadku jednowymiarowym byla to srednia wa-
riancja, teraz jest to Srednia macierz. Macierz ta nosi
oznaczenie S 1 jest interpretowana jako wielowymiaro-
wy wynik wazenia wariancji p zmiennych niewyjasnio-
nych dziataniem wprowadzonych do badania czynnikow.
Macierz S jeszcze niepodzielona przez stopnie swobody
jest oznaczana przez G. Dla przykladu 1 macierz

N o). s 8 130
©) (n=k) {130 3200}
gdzie n=mn; +ny=5+5=10 jest liczba wszystkich bada-
nych we wszystkich podpréobach tacznie, natomiast k =2
ijest liczbg poziomdéw czynnika kontrolowanego w bada-
niu.

Podobnie jest z licznikiem poszukiwanej statystyki
wielowymiarowej. Jego posta¢ w analizie jednowymia-
rowej zalezy od tego, ktdéra hipoteza zerowa jest wery-
fikowana. Licznik jest takze wariancjq 1 ma interpretacje
wariancji wyjasnionej ewentualnym dziataniem czynnika
lub dzialaniem interakcji czynnikow. Na przyklad w wy-
padku analizy dwuczynnikowej wariancja ta jest wyja-
$niona albo przez wpltyw czynnika A na Y, wtedy warian-
cja wyznaczona jest przez rozrzut srednich z poziomow
tego czynnika wokot $redniej globalnej (z catej préby),
albo przez wplyw czynnika B na Y — wtedy wariancja
wyznaczona jest przez rozrzut srednich z poziomdéw tego
czynnika wokét Sredniej globalnej, albo przez wpltyw in-
terakcji czynnikow A 1 B na'Y i wtedy wariancja w liczni-
ku wyznaczona jest przez rozrzut interakcji.

Konstruujac identyczne rozrzuty $rednich z poziomow
czynnikow czy ich interakcji przy problemie p zmien-
nych, zamiast jednej liczby (wariancji wyjasnionej) otrzy-
muje si¢ macierz, ktdrej elementy zaleza wytacznie od
tych rozrzutéw. Macierze te jeszcze niepodzielone przez
stopnie swobody oznaczone sg litera H z odpowiednimi
indeksami, a wigc: Hy, Hg, Haxg. Wypiszmy macierz H,
dla sytuacji Il przyktadu 1. Przez analogi¢ z przypad-
kiem jednowymiarowym

4

10) H,=¥n(%-5)(% %)

i=1

gdzie X, oraz x sa wektorami zawierajacymi srednie az
p cech, w naszym przyktadzie dwdch cech.

Wybierajac odpowiednie $rednie z Tabeli 1, otrzymu-
jemy

o nesloHa]) (H])-
o)) () -

- 1
__10} [-1 10]+5[10} [1 10]=
1 10} {1 10} {10 100}
=5 +5 =
|10 100 10 100 100 1000
Poszukiwana statystyka wielowymiarowg weryfikujaca
hipoteze zerowa o braku wptywu konkretnego czynnika
(lub wspotdziatania czynnikéw) na zbidr p zmiennych
objasnianych facznie, najbardziej zblizona do naszych
intuicji, jest statystyka podobna do statystyki F. Nizej
zaprezentowano szczegdtowsq postac statystyk dla p-wy-
miarowej i dwuczynnikowej analizy wariancji, czyli dla
najprostszego przypadku umozliwiajacego testowanie

efektow interakcyjnych:
— hipoteza Hy: ;= 0dlai=1,2, ...,k

S ASN (TRl
fap
ze stopniami swobody g; i g (réznymi od liczb fy 1 fg,
bedacymi stopniami swobody odpowiednio macierzy Hy
1G4
— hipoteza Hp: fj=0dlaj=1,2,...,w

N

+

(12) F

13 F =—fR;p+1tr(HBG")

BP

ze stopniami swobody g; i g, przy czym jesli g, — stop-
nie swobody mianownika — sg identyczne dla wszystkich
trzech testow F, to g, jest z reguly inna liczba niz wy-
zej wprowadzone g, (ktére zalezy od liczby poziomdéw
czynnika A, podczas gdy teraz wprowadzone g, zalezy od
liczby pozioméw czynnika B);

— hipoteza Hy: (0f);=0dlai=1,2,... , korazj=1,2, ...,
w

(14) F= Mtr(HAXBG'l)

foBp

ze stopniami swobody g; (zaleznymi od liczby poziomdéw
przecig¢ czynnikow) i g,.
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Kryterium $ladowym albo statystyka 7°-Hotellinga jest
statystyka postaci:
(15) T*=t(HG™)

Rozktad z proby tej statystyki mozna aproksymowac
za pomoca rozktadu prawdopodobienstwa F Fishera—
Snedecora po wyznaczeniu stopni swobody f] i f, (we
wzorach (12), (13) i (14) stopniom tym odpowiadaja
odpowiednio fy, fz 1 faxg dla f| oraz fi dla f,). Dla ca-
lej statystyki testowej F przy prawdziwosci hipotezy
zerowej wyznacza si¢ stopnie swobody g; 1 g, przy kto-
rych F ma w przyblizeniu rozktad F Fishera—Snedecora.
(dla zaznaczenia tego przyblizenia nad litera F' znajduje
si¢ wezyk).

Zweryfikujmy prawdziwos¢ hipotezy zerowej dla ana-
lizowanego przyktadu. Z (12) wynika, ze — poza macierza
H, — musimy obliczy¢ G™' (odwrotnos$é macierzy G):

8§ 130
130 3200

(wyznacznik macierzy G jest rézny od zera, istnieje za-
tem macierz odwrotna)

(16) Gz{

3200 -130

17 6= 8700 8700 ::[(L36782 —0,01494}
-130 8 -0,01494  0,00092
8700 8700

Podobnie jak G, macierz G jest macierza symetrycz-
na:

. 10 1007 [ 0,36782 —0,01494
tr(HG™ ) =1r _
100 1000 | |—0,01494 0,00092
{2J83908 .
=Ir

=1,609195
° -0,574713

Macierz HG™! jest macierza symetryczna, wiec w miej-
scu kropek powinna by¢ taka sama liczba. Poniewaz po-
trzebne sa wylacznie elementy gtoéwnej przekatnej tej ma-
cierzy, liczba ta nie zostala wyznaczona.

W konsekwencji

fR_p+1
uP

8-2+1

(18) F= tr(HG™) =

1,609195 =5,632184

Poniewaz dla analizy jednoczynnikowej stopnie swo-
body g; 1 g, wynosza odpowiednio (por. Ahrens i Lauter,
1979):
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(k=1)p(n=k-p)
n—(k—l)p—Z

(o]
]

ady n—(k—l)p—2>0,
ady n—(k—l)p—ZSO,
g, =n—k—p+l1

19 g =

skad g, =2, a g, =7 (gdyz k odpowiada liczbie poziomow
czynnika, czyli 2, n =10, a p = 2). Wartos¢ krytyczna dla
poziomu istotnosci o = 0,05 wynosi 4,74. Zatem hipotezg
zerowa o braku efektow dziatania czynnika A na strukture
zmiennych Y 1Y, nalezy odrzucié.

Dla sytuacji Il naszego przyktadu, w ktdrej skorelowa-
nie zmiennych objasniajacych jest silne i relatywnie naj-
wyzsze, otrzymana warto$¢ statystyki Fyp=5,6322. Dla
zaspokojenia ciekawo$ci odnotujmy w tym miejscu, ze
dla sytuacji I oraz Il naszego przyktadu wartos$ci statysty-
ki testu wynosza odpowiednio F; =9,1304, przy identycz-
nych jak wyzej g; 1 g, jest to wartos¢ z obszaru krytycz-
nego, natomiast Fy=437501 jest to wartos¢ mniejsza od
wartosci krytycznej (przy stopniach swobody jak wyzej).
Wynik ten jest zgodny z nasza wczesniejsza intuicja, jako
ze oczekiwano wyzszych warto$ci statystyki weryfikuja-
cej hipoteze o braku wptywu czynnika w sytuacji I i 111
oraz nizszej wartosci tej statystyki w sytuacji II.

Z formalnego punktu widzenia przedstawione powyzej
rozwiazanie nie jest jedynym mozliwym. Teoretycznie dla
okreslonych zatozen metody istnieje nieskonczenie wiele
dopuszczalnych rozwiazan, czyli mozliwych postaci sta-
tystyk weryfikujacych hipotezy zerowe takie jak wyzej.
Zanim zaprezentujemy wazniejsze z tych funkcji, majace
pozadane wiasnosci formalne, niezbedna jest pewna dy-
gresja.

Kazda macierz kwadratowa A, majaca tyle samo ko-
lumn co wierszy, np. p, moze by¢ interpretowana jako pe-
wien sposéb przeksztalcenia p-wymiarowych wektorow.
Kazdemu wektorowi z takiej p-wymiarowej przestrzeni,
np. v, mozna przyporzadkowaé wektor x, rowny A - v,
czyli uzyskany z pomnozenia wektora pierwotnego przez
macierz A. Taka operacja powoduje na ogo6t zmiang dtu-
gosci wektora (ktory moze si¢ skrdci¢ lub wydtuzy¢), ale
— co wazniejsze — wektor z reguly zmieni swoj kierunek
w przestrzeni. Jednakze sg takie wektory w przestrzeni
(np. w naszej przestrzeni obserwacji), ktére zmieniaja
swoja dhugos$é, ale nie zmieniajg orientacji przestrzenne;j,
tzn. wskazuja ten sam kierunek, o czym w jezyku mate-
matycznym méwimy, ze wektor x jest rownolegty do v.
Takie wyjatki nazywane sq wektorami wlasnymi macie-
rzy A. Innymi stowy, istnieje taka liczba 4, ktorej pomno-
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zenie przez wektor przyniesie ten sam efekt, co pomnoze-
nie macierzy A przez ten wektor, czyli A-v=21"v. Jesli
liczba ta jest r6zna od jednosci, zmieni si¢ tylko dlugosé
tego wektora. Jesli jest ona rowna jednosci, nawet diu-
go$¢ wektora si¢ nie zmieni. Takie liczby A nazwane sa
wartosciami wlasnymi macierzy A. A zatem wynik dzia-
fania macierzy na wektor wlasny sprowadza si¢ do po-
mnozenia go przez liczbg 1. Jesli macierz A jest nie tylko
kwadratowa, ale takze symetryczna, to wektory wlasne
— odpowiadajace réznym wartosciom wilasnym — sa or-
togonalne.

Macierza charakteryzujaca uzyskane z badania dane,
kwadratowa i symetryczna, jest macierz G™' - H. Gdyby
udato si¢ wyznaczy¢ wartosci i wektory wlasne tej ma-
cierzy (o p kolumnach i p wierszach), w przestrzeni wek-
toréw obserwacji mozna byloby wyznaczyé nowy uktad
wspotrzednych z osiami prostopadtymi. Oznacza to opi-
sanie badanego zjawiska nowymi zmiennymi w liczbie
mniejszej albo co najmniej réwnej p.

Jest to atrakcyjna perspektywa, poniewaz dzigki roz-
wiazaniu zagadnienia wlasnego macierzy G™' - H pro-
wadzi do redukcji zbioru zmiennych poczatkowych.
Wielowymiarowa analiza wariancji umozliwia nie tyl-
ko odpowiedz na pytanie, jak czynniki czy ich interak-
cje zmieniaja wartosci zmiennych objasnianych, ale tez
wskazuje, ktére z tych zmiennych mozna wyeliminowaé
jako redundantne, gdyz ich obecnos$¢ w strukturze nie do-
starcza nowych informacji o naturze wptywu czynnikow.

Zagadnienie wyznaczania nowych cech i eliminowania
redundantnych jest rozwiazywane przez analiz¢ dyskry-
minacji. Analiza ta ze zrozumialych wzgledéw powinna
by¢ dokonywana rownolegle z wielowymiarowa analiza
wariancji. A podstawowym argumentem matematycz-
nym jest to, ze kryterium sladowe 77 [por. (15)] jest suma,
wszystkich niezerowych wartosci wilasnych macierzy
H -G

(200 T*=tr(HG")= X/Ih

gdzie ¢ < p oznacza liczb¢ niezerowych wartosci wias-
nych (a tym samym liczbg wektoréw wlasnych),

(21) t=min(p, s)

s — liczba liniowo niezaleznych kolumn (wierszy) macie-
rzy H.

Liczbe # mozna wyznaczy¢ bardzo tatwo. Pamietajac,
ze macierz H zawsze dotyczy licznika utworzonego z wa-
riancji $rednich z poziomow czynnikéw albo licznika
utworzonego z wariancji interakcji, s rowne jest liczbie
poziomow odpowiedniego czynnika — 1 lub dla interak-

cji — iloczynowi liczby poziomoéw obydwu czynnikoéw
pomniejszonych o 1. Liczba s odpowiada liczbie stopni
swobody dla wariancji jednowymiarowe;.

Z postulatéw formalnych dotyczacych postaci testu
weryfikujacego Hy wynika, Zze postac statystyki testu wie-
lowymiarowego musi by¢ funkcja wartosci wlasnych ma-
cierzy H - G™'. Jedna z dopuszczalnych statystyk (funk-
cji) jest F, bedaca — jak wynika z (20) — funkcja sumy
wartosci wlasnych macierzy H - G'. Innymi dopuszczal-
nymi statystykami oprdcz kryterium §ladowego Lawleya-
-Hotellinga (por. Ahrens i Léuter, 1979; Tatsuoka, 1971,
Timm, 1975) sa:

— kryterium Wilksa
a ot
22) A= =
22) |H +G] H 1+2,
— kryterium Pillaia

! 1
(23) V_;;LI_HMJ

— kryterium Roya maksymalnej wartosci wtasnej, A,
lub w nieco innej postaci:

(24) A
1+ 2,

Warto zauwazy¢, ze dla przypadku dwoch analizowa-
nych grup, kryterium $ladowe 7% Lawleya-Hotellinga
moze by¢ traktowane jako wielowymiarowy analog sta-
tystyki ¢ testu #-Studenta dla dwdch niezaleznych popu-
lacji.

Inng wzgledem F postacia statystyki dla analizy jedno-
czynnikowej, opierajaca si¢ na kryterium A-Wilksa, jest:

1
_ 1-A* ‘k(sz +fH_p_1)_pr +2
- 1

25) F
(2 2pfy

Ak
gdzie

26)  k=\(p*fi ~4)/ (" + 17 -5)

przy stopniach swobody g; 1 g:
1
QN g=vy & :E(k(sz"'fH_p_l)_pfu"'z)

(gdy stopnie swobody macierzy H wynosza fi; = 1, wtedy
przyjmuje si¢ takze k = 1 przy p =2).

Kryterium 4 Wilksa mozna rozwazaé jako wielowy-
miarowe uogolnienie statystyki F' w jednowymiarowej
analizie wariancji ANOVA, a dla przypadku jednowy-
miarowego wartos¢ A jest odwrotnie proporcjonalna do
wartosci statystyki F:
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1

v (= T

Jako ze prawa strona rdwnania stanowi monotoniczng
funkcj¢ statystyki F, oznacza to, ze testowanie wielo-
wymiarowej hipotezy zerowej dla przypadku jednowy-
miarowego sprowadza si¢ do zastosowania statystyki F'
(Tatsuoka, 1971).

W przypadku dwéch analizowanych grup dla dowol-
nej liczby zmiennych objasnianych zaleznosci pomiedzy
warto$ciami kryterium $ladowym 72 Lawleya-Hotellinga
i kryterium 4 Wilksa mozna przedstawi¢ w nastgpujacy
sposob (Johnson i Wichern, 2002):

1 T’
o H{E)

Im wigksza warto$¢ wspdtczynnika 72, tym mniejsza
warto$¢ wspotczynnika A.

Dla sytuacji III analizowanego przyktadu wartos¢ sta-
tystyki F pokrywa si¢ z wartoscia statystyki F:

(30) =0,38326

" 1+1,609195
(gdyz dysponujemy zaledwie jedng wartoscia wiasna na
podstawie (21))

G fu=1L/r=8p=2

stad k =1, zatem
_1-0,38326 14

(32) F= =5,6322
0,38326 4

przy g1 =2ig, =7

W Tabeli 2 przedstawiono wyniki testu Boxa oraz wie-
lowymiarowego testu F dla wszystkich sytuacji, uzyska-
ne w pakiecie SPSS.

Rownowaznos¢ wartoéci statystyki F i F, jak wspo-
mniano wyzej, nie jest — niestety — zasada ogolna.
W bardziej skomplikowanych planach badawczych war-

Tabela 2.
Wartosci statystyki Boxa i F-wielowymiarowego
Sytuacja Test Boxa MANOVA
r p r p
I 0,513 0,673 9,130 0,011
II 1,430 0,232 4,375 0,059
I 0,918 0,431 5,632 0,035
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tosci obydwu statystyk moga si¢ roézni¢. Moze si¢ wigc
zdarzy¢, ze w przypadku F wynik jest istotny statystycz-
nie, za$ dla F — nieistotny lub odwrotnie. Odpowiedz na
pytanie, dlaczego tak jest — nie nalezy do tatwych i wiaze
si¢ z dwoma aspektami sprawy.

Pierwszym jest pytanie o moc kazdego z wymienionych
testow (a wiec intuicyjnie o tatwo$é odrzucania hipotezy
zerowej). Odpowiedz w tej sprawie nie jest optymistycz-
na. Badanie Gnanadesikana i innych w latach 60. XX w.
mocy tych testow dla przypadku dwu cech objasnianych
przez model (por. Ahrens i Lauter, 1979, s. 63) ujawnity
w zasadzie ,,przewage” F nad F. W zasadzie, gdyz nie
zawsze tak si¢ zdarzato.

Drugim jest pytanie o odpornos¢ testow na pogwatce-
nie zatozen metody. W 1981 roku Kariya (por. Zielinski,
1985) opublikowat wyniki duzych badan symulacyjnych
nad moca testow parametrycznych w sytuacji ,,normalno-
$ci” 1 ,,nienormalnosci” rozktadéw zmiennych. Okazato
si¢, 1z w obu przypadkach jednostajnie najmocniejszym
testem jest 7% Lawleya-Hotellinga.

W literaturze brak zgody odno$nie do tego, ktéra ze
statystyk 1 w jakiej sytuacji stanowi najlepszy wybdr.
W wigkszosci przypadkéw odchylenia od wielowymia-
rowej normalnosci maja niewielki wplyw na rzeczy-
wisty poziom prawdopodobienstwa popeinienia bledu
pierwszego rodzaju (Everitt, 1979), jednakze moc testow
znacznie spada w przypadku platykurtycznosci rozkladu
zmiennych objasnianych (Olson, 1974). Zwykle, zaro6w-
no w przypadku matych, jak i duzych efektow zmiennych
objasniajacych, wartosci wszystkich czterech statystyk
prowadza do podobnych decyzji. Jesli réznice miedzy
grupami dotyczg tylko jednego wymiaru, najmocniejszym
7 rozwigzan jest statystyka oparta na kryterium Roya. Dla
malych prob kryterium Pillaia gwarantuje stosunkowo
odporng statystyke na naruszenie zatozenia o rownosci
macierzy kowariancji (Olson, 1976), a takze w przypad-
ku wystgpowania wspotliniowosci zmiennych objasnia-
nych. Jednakze, gdy zatozenie to nie jest spelnione, ba-
dacz nadal musi si¢ liczy¢ z mozliwoscig podjecia biedne;j
decyzji, jako ze w takiej sytuacji rzeczywiste w stosunku
do nominalnego prawdopodobienistwo popehienia blgdu
pierwszego rodzaju wzrasta, nawet gdy analizowane pro-
by sa réwnoliczne (Tang i Algina, 1999).

We wszystkich powyzszych sytuacjach kryterium
Wilksa nie ustepuje pod wzgledem wiasnosci pozosta-
tym, co oprécz faktu, ze zostalo wywiedzione w ramach
metody najwickszej wiarygodnosci (maximum likelihood,
ML), jest najprawdopodobniej powodem jego najwickszej
popularnosci (Raykov i Marcoulides, 2008). Jednakze
A Wilksa jest bardzo wrazliwa na wystgpowanie przy-
padkéw odstajacych (outliers). Niedawno w literaturze
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zaproponowano jej odporng postaé opierajaca si¢ na esty-
matorze MCD (minimum covariance determinant estima-
tor) dla przypadku jednoczynnikowej, wielowymiarowe;j
analizy wariancji (Todorov i Filzmoser, 2010).

Sprawe dodatkowo komplikuja sita i1 kierunek skore-
lowania zmiennych objasniajacych, ktére wpltywaja na
moc parametrycznych testow wielowymiarowych (Cole,
Maxwell, Arvey i1 Salas, 1993b), dlatego coraz czgsciej
w przypadku pogwalcenia zalozen proponowane sg roz-
wigzania nieparametryczne (Bathke, Harrar, Laurence
i Madden, 2008; Finch, 2005; Finch i Davenport, 2009).
Bez watpienia zatozenia, jakich spetnienia wymaga wie-
lowymiarowa analiza wariancji, ograniczaja zakres jej
aplikacji w badaniach spotecznych. W obecnie rozwija-
nych alternatywnych podejsciach statystyki testowe opie-
raja si¢ na odleglosciach pomigdzy obserwacjami i sg po-
rownywane z rozktadami permutacyjnymi. W metodach
permutacyjnych (Multiresponse permutation procedures
— MRPP) jako statystka testowa wykorzystywana jest
$rednia (wazona) odlegtos¢ wewnatrzgrupowa (Mielke
i Berry, 2007). W wywodzacym si¢ z ekologii podejsciu,
zaproponowanym przez McArdle i Anderson (2001),
okreSlanym jako permutacyjna (nieparametryczna)
MANOVA, proponowana statystyka ,,pseudo-F” zostata
skonstruowana na podstawie metody podziatu wariancji
macierzy niepodobienstwa (odlegtosci).

Warto zauwazy¢, ze w specyficznych przypadkach, gdy
badacz zmienne mierzalne ,,silnie” skategoryzuje, two-
rzac zaledwie kilka klas pomiaru, oczywiscie nie moze
poshugiwaé sig MANOVA. Powinien zastosowac¢ analizg
korespondencji, w ktorej kategorie warto$ci wszystkich
czynnikoéw stanowityby jeden zbidr zmiennych (tzw. ze-
ro-jedynkowych) natomiast kategorie zmiennych obja-
$nianych — drugi zbiér (por. Aranowska i Ciok, 1992).

Poszukuje si¢ takze lepszych rozwiazan parametrycz-
nych, czego przyktadem moze by¢ uogdlniony test F
(generalized F-test), szczegdlnie uzyteczny w przypad-
ku wielu zmiennych objasnianych i matych préb (Liang
i Tang, 2009). W literaturze nie rekomenduje si¢ analizo-
wania zbyt duzej liczby zmiennych objasnianych. Moc te-
stow wiclowymiarowych maleje wraz ze wzrostem licz-
by zmiennych objasnianych (DasGupta i Perlman, 1973).
Sensownym rozwiazaniem ograniczajacym liczbe zmien-
nych moze by¢ na przyktad wczesniejsze wykorzystanie
w tym celu analizy sktadowych gléwnych.

Wigkszos¢ programdw statystycznej analizy danych po-
daje warto$ci wszystkich czterech statystyk i zwykle pro-
wadzg one do tych samych decyzji odnosnie do hipotezy
zerowej. Ze wzgledu na swoje zalety, a takze na tradycje
(zostato wyprowadzone jako pierwsze) najpowszechniej
wykorzystywane jest kryterium Wilksa. W wypadku roz-

bieznosci decyzji podejmowanych co do hipotezy zero-
wej badacz musi podda¢ analizie macierze kowariancji
1 warto$ci wlasne oraz — w $wietle dyskutowanych wyzej
ograniczen kazdej ze statystyk — oceni¢ sprzeczne kon-
kluzje.

Wspomniano wyzej, ze wyznaczanie wartos$ci wiasnych
macierzy H - G™!' niezbedne jest nie tylko ze wzgledu na
potrzebg wyznaczania wartosci wielowymiarowego testu
F czy F, lecz takze dlatego, iz wiaze si¢ to z mozliwo-
scig redukcji zbioru zmiennych objasnianych do zbioru
mniejszego, dla ktérego warto$¢ testu w dalszym ciagu
jest istotna. Innymi stowy, chodzi o wyznaczenie takiej
minimalnej w sensie liczby zmiennych struktury cech, na
ktora czynniki wplywaja najsilniej. Metoda wskazujaca
najsilniejsza dyskryminacj¢ wptywdw poziomow czynni-
kéw na badane zmiennej jest analiza dyskryminacji.

Zastosowanie metody MANOVA
do analizy efektywnoSci pracy menedzerow

Celem przywolanych nizej badan (Strzatecki i Toma-
szewicz, 2004), ,,.byla proba wyjasnienia psychologicz-
nych mechanizméw efektywnosci pracy menedzeréw
1 osiggania przez nich sukcesu, rozumianego jako wynik
tworczego zarzadzania przez nich ludzmi i zasobami,
w tym rowniez informacyjnymi” (s. 127). Zaktadano,
ze zarzadzajacy efektywnie wykazuja wobec ludzi nie-
dziatajacych w biznesie specyficzng konfiguracje cech
ludzi twérczych opisang przez model Stylu Tworczego
Zachowania (STZ) Strzateckiego (2003), czeSciowo
operacjonalizowang za pomoca kwestionariusza Style
Zachowania Si¢. Ze wzglgdu na temperamentalne uwa-
runkowania efektywnosci dzialan menedzerskich, do
badan wlaczono kwestionariusz temperamentu FCZ-KT.
Badanie dziedziny intelektualnej ograniczono do odtwo-
rzenia adaptacyjnej gigtkosci myslenia (wedtug modelu
SIM) mierzonej na skali Usuwania Zapalek Guilforda,
natomiast aspekty aksjologiczne zawg¢zono, uwzglednia-
jac konstrukt koherencji Antonovsky’ego operacjonalizo-
wany Kwestionariuszem Poczucia Koherencji (SOC).

W przeprowadzonym badaniu podstawowym proble-
mem badawczym bylo zatem okreslenie rdéznic doty-
czacych temperamentalnych, osobowosciowych oraz
poznawczych aspektow funkcjonowania menedzeréw
wysokiego szczebla (dyrektorzy i prezesi firm) oraz pra-
cownikow sfery budzetowej. Badano grupy o tej samej
liczebnos$ci (n; = n, = 43). Analiz¢ wynikow przeprowa-
dzono za pomoca jednoczynnikowej, 15-wymiarowej
analizy wariancji (MANOVA). Do analizy wlaczono wy-
niki uzyskane przez osoby badane z obu grup we wszyst-
kich narzgdziach (6 skal kwestionariusza temperamentu
FCZ-KT + 5 skal Kwestionariusza Style Zachowania
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Si¢ + 3 skale Kwestionariusza Poczucia Koherencji
Antonovsky’ego + 1 skala Testu Usuwania Zapatek
Guilforda = 15). Wynik ogdlny kwestionariusza Poczucia
Koherencji Antonovsky’ego (SOC), jako ze stanowi on
sum¢ wynikow trzech skal tego kwestionariusza, zostat
wylaczony z analizy.

Podstawowym zatozeniem dla stosowania modelu
MANOVA jest zatozenie o réwnosci macierzy kowa-
riancji w poréwnywanych probach weryfikowane za
pomocg testu Boxa. W przypadku uzyskanych wynikow
zatozenie to zostato spetnione (wartos¢ statystyki F opie-
rajacej si¢ na statystyce M testu Boxa byla rowna 1,179;
p =0,088 > 0,05), co pozwolito na zastosowanie modelu
do analizowanych danych.

Wartos¢ wielowymiarowego testu F opierajacego sie
na statystyce lambda Wilksa, podobnie jak wszystkich
pozostatych statystyk, wyniosta 4,607; p = 0,0005 i oka-
zala si¢ istotna statystycznie na przyjetym poziomie istot-
nosci a = 0,05. Okazato si¢ zatem, ze osoby aktywnie
zarzadzajace na co dzien wobec 0sob niepodejmujacych
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dziatalno$ci w biznesie rdznig si¢ nasileniem analizowa-
nej struktury zmiennych. Profesjonalizm menedzerski
wyjasnia okoto 50,0% zmiennos$ci analizowanej struktury
cech (nzwielowymiarowe = 05497)

Wartosci statystyki ¢ testu z-Studenta dla poszczegdl-
nych skal wykorzystanych w badaniu narzedzi, przed-
stawione zostaly w Tabeli 3. W tabeli zamieszczono tez
dodatkowo warto$¢ statystyki ¢ otrzymang dla poréw-
nania — wylaczonych z analizy wielowymiarowej — wy-
nikow ogdlnych kwestionariusza Poczucia Koherencji
Antonovsky’ego (SOC). Tabela zawiera ponadto oszaco-
wania wielkosci efektéw dziatania czynnika dla poszcze-
gblnych zmiennych przeprowadzone za pomoca wspot-
czynnika d-Cohena (Cohen, 1977; 1992).

Wartosci jednowymiarowych statystyk F, ktore z re-
guty podaje si¢ po wielowymiarowej analizie wariancji,
w przypadku dwoch populacji niezaleznych rowne sg 7.
Co zatem bra¢ pod uwage, rozwazajac wyniki badan:
t czy F? Za wyborem statystyki ¢ przemawiaja nastgpu-
jace argumenty. Po pierwsze, test ¢+ umozliwia weryfi-

Tabela 3.

Wartosci statystyki ¢

Nazwa skali Grupa kryterialna Grupa kontrolna t p d
M SD M SD

FCZ-KT

Zwawosé 17,28 2,66 15,44 3,79 2,61 0,005 0,57

Perseweratywno$¢ 10,19 4,81 11,86 4,14 1,73 0,040 0,38

Wrazliwos¢ sensoryczna 14,74 420 15,12 3,52 0,44 nist. 0,10

Reaktywnos¢ emocjonalna 7,00 4,40 11,16 5,64 3,82 0,0003 0,83

Wytrzymato$é 11,42 5,11 9,56 4,24 1,84 0,035 0,40

Aktywnos¢ 12,16 4,92 7,60 4,05 4,69 0,0003 1,02

Style Zachowania Si¢

Aprobata zycia 22,88 4,14 20,53 3,89 2,71 0,004 0,59

Silne ego 37,93 9,19 31,28 11,00 3,04 0,0015 0,66

Samorealizacja 34,70 8,54 28,91 7,01 3,44 0,0005 0,75

Gigtko$¢ procesow poznawczych 45,84 9,26 40,93 9,66 2,40 0,009 0,53

Wewngtrzna sterownosé 37,95 7,09 32,93 8,81 291 0,0025 0,64

SOC

Poczucie zrozumiatosci 51,16 7,15 44,47 9,02 3,82 0,0003 0,83

Poczucie zaradnosci 57,23 5,45 49,09 8,37 5,34 0,0003 1,17

Poczucie sensownosci 48,14 5,04 41,81 6,13 5,22 0,0003 1,14

Wynik ogdlny SOC 156,53 14,63 135,37 20,42 5,53 0,0003 1,21

Test Usuwania Zapalek

Adaptacyjna gigtkos¢ myslenia 37,65 10,52 23,37 9,68 6,56 0,0003 1,43

p — dla testu jednostronnego
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kowanie hipotezy kierunkowej, zatem przy tym samym
poziomie istotnosci o minimalizuje prawdopodobienstwo
popetnienia biedu II rodzaju (f), tym samym jest testem
mocniejszym. Po drugie, na poziomie treSciowym ujawnia
wigcej cech dyskryminowanych przez poziomy czynnika.
Tak byto w tym przypadku. Jednowymiarowy test F nie
ujawnit réznic poziomow perseweratywnosci (p = 0,08)
1 wytrzymatosci (p = 0,07), ktére ujawnit test z-Studen-
ta. Wielkosci efektéw dla tych zmiennych, wynoszace
odpowiednio 0,38 i 0,40, przekraczaja wielkos¢ uznana
za mata (d = 0,20), zblizajac si¢ do przecigtnej wartosci
efektu (d=0,50).

Nastepnym niezbednym etapem analizy danych jest
przeprowadzenie analizy dyskryminacyjnej w celu wyod-
rebnienia skal, na ktore czynnik (przynaleznos$¢ do grupy)
wptywa najsilniej. Analizg objeto wyniki 15 skal czterech
wykorzystanych w badaniu kwestionariuszy, wytacza-
jac z niej — rzecz jasna — wynik ogdlny kwestionariusza
Poczucia Koherencji (SOC).

Wielokrotnie stosowane — dla kazdej zmiennej od-
dzielnie — jednowymiarowe i odpowiednio czynnikowe
analizy wariancji (ANOVA) traktowane jako kontrasty
parametrow pokaza tylko, jaki jest samodzielny wktad
kazdej zmiennej do réznicy migdzy grupami. Natomiast
analiza dyskryminacyjna odtworzy czastkowy wktad kaz-
dej zmiennej z grupy tacznie analizowanych zmiennych
zwigzanych konkretng siecig wartosci wspdtczynnikdw
r-Pearsona, czyli konkretnie wzajemnie si¢ determinuja-
cych. Komplementarne stosowanie obydwu metod pole-
cane jest w literaturze statystycznej juz od lat 70. XX w.
(Bergen i Seling, 1978; Enders, 2003). W pakietach sta-
tystycznych starszej generacji (np. OSIRIS czy MVD)
analiza dyskryminacyjna jako procedura uzupehiajaca
wielowymiarowq analize wariancji byla przeprowadzana
standardowo.

Metod¢ analizy dyskryminacyjnej mozna porownaé
z metoda regresji wielokrotnej, a zatem z sytuacja prze-
widywania wartosci jednej zmiennej (objasnianej) na
podstawie zbioru innych zmiennych (objasniajacych).
Rezultatem jest réwnanie regresji, za pomoca ktérego
mozemy przewidywac¢ warto$ci zmiennej objasniane;j.
W modelu regresji wielokrotnej wszystkie zmienne (obja-
$niana i objasniajace) powinny by¢ mierzalne. W modelu
analizy dyskryminacyjnej zmienna objasniana jest trakto-
wana jako nominalna (konstytuuja ja poziomy czynnika,
czyli zmiennej objasniajacej), a rezultatem analizy jest
posta¢ funkcji dyskryminacyjnej pozwalajacej na traf-
ne przewidywanie przynaleznosci do okreslonej grupy.
Analiza umozliwia zatem wyodrgbnienie zmiennych naj-
silniej réznicujacych badane proby, a interpretacja wag
dyskryminacyjnych dla kazdej zmiennej jest podobna do

tej, jaka stosujemy przy interpretacji wag beta w anali-
zie regresji wielokrotnej. Wielkos$¢ poszczegdlnych wag
dla kazdej zmiennej stanowi informacj¢ o udziale kazdej
z tych zmiennych w efektywnos$ci roznicowania pomie-
dzy interesujacymi nas grupami. Warto zauwazy¢, ze dla
przypadku dwugrupowego (podobnego do tu analizowa-
nego) obydwie metody generuja identyczne rozwiazania,
a wartosci wag dyskryminacyjnych begda proporcjonalne
do wartosci czastkowych wspotczynnikow w rownaniu
regresji wielokrotne;.

Inna wygodna miarg sily dyskryminacyjnej poszcze-
golnych zmiennych jest wspotczynnik korelacji kaz-
dej zmiennej z wartosciami funkcji dyskryminacyjne;j.
Kwadrat tego wspolczynnika, cho¢ oznacza stopien
wyjasniania zmienno$ci danej zmiennej przez wartosci
utworzonej funkcji dyskryminacyjnej, to z racji jego sy-
metrycznosci moze sthuzy¢ do okreslenia zakresu determi-
nacji wartosci funkcji dyskryminacyjnej przez poszcze-
gblne uwzglednione w analizie zmienne (por. Ahrens
i Léauter, 1979).

W Tabeli 4 zostaly przedstawione wartosci wag dyskry-
minacyjnych, czyli standaryzowanych wartosci wspot-
czynnikow funkcji dyskryminacyjnej dla analizowanych
15 skal czterech kwestionariuszy. Sg to wspdtczynniki
standaryzowane (niezalezne od jednostek, w ktérych
byly mierzone zmienne), mozemy zatem poréwnywac ich
warto$ci. Tabela zawiera takze wartosci wspotczynnikow
korelacji kazdej zmiennej z wartosciami funkcji dyskry-
minacyjnej.

Otrzymana funkcja dyskryminacyjna pozwala na istot-
ne statystycznie roznicowanie pomigdzy Srednimi punk-
tow dyskryminacyjnych w obu grupach (warto$¢ lambdy
Wilksa = 0,503; p = 0,0005). Uzyskana warto$§¢ wspot-
czynnika korelacji kanonicznej jest stosunkowo wysoka,
réwna 0,705. Funkcja charakteryzuje si¢ zadowalajaca
efektywnos$cia réznicowania. Umozliwia ona poprawne
zaklasyfikowanie 87,2% przypadkow do obu grup: me-
nedzerdw i1 pracownikdw budzetowych. Rezultaty klasy-
fikacji przedstawione zostaly w Tabeli 5.

Efektywnos¢ rdéznicowania na podstawie funkcji dys-
kryminacyjnej jest wyzsza niz obliczona na podstawie
kryterium proporcjonalnych szans (C). Kryterium to
wyznacza si¢ w nastepujacy sposob: C = p? + (1 — p)?,
gdzie p jest proporcja przypadkow w jednej grupie (Aczel,
2000, s. 893). Dla analizowanych danych wynosi ono 0,5,
czyli 50%. Wspolczynnik trafnosci réznicowania otrzy-
manej funkcji dyskryminacyjnej znacznie przekracza
te wartos¢ (39 + 36 = 75 poprawnie zaklasyfikowanych
przypadkow na wszystkie 86 przypadkdéw, czyli 87,2%).
Latwo sprawdzi¢, ze proporcja poprawnie zakwalifikowa-
nych osdb (0,872) istotnie statystycznie rdzni si¢ od pro-
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Tabela 4.

Wartosci standaryzowanych wspdtczynnikow funkceji dys-
kryminacyjnej oraz wspotczynnikow korelacji cech pierwot-
nych z cechg dyskryminacyjna

Nazwa skali Wagi Wspotczynniki
dyskryminacyjne korelacji

FCZ-KT
Zwawosé -0,081 0,286
Perseweratywnos¢ 0,355 -0,190
Wrazliwos¢ sensoryczna -0,064 -0,049
Reaktywnosé¢ —-0,445 -0,419
emocjonalna
Wytrzymatosé —-0,348 0,202
Aktywnos¢ 0,265 0,515
Style Zachowania si¢
Aprobata zycia 0,016 0,298
Silne ego 0,006 0,334
Samorealizacja 0,190 0,377
Gietkos$¢ procesow 0,127 0,264
poznawczych
Wewnetrzna sterownosé -0,387 0,320
SOC
Poczucie zrozumiatosci 0,139 0,419
Poczucie zaradnosci 0,067 0,587
Poczucie sensownos$ci 0,465 0,574
Test Usuwania Zapalek
Adaptacyjna gigtkos¢
myslenia 0,669 0,720

Wartosé 4 Wilksa 0,503; p = 0,0005

Wartos¢ wspotezynnika

korelacji kanonicznej 0,705

Tabela 5.
Rezultaty klasyfikacji dokonanej na podstawie funkcji dys-

kryminacyjnej

Rzeczywista przynalezno$¢ Przewidywana przynaleznos¢

do grupy do grupy
Menedzerowie Pracownicy
budzetowi
Menedzerowie 39 4
Pracownicy budzetowi 7 36
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porcji 0séb zakwalifikowanych poprawnie przypadkowo
(0,50), wykorzystujac w tym celu statystyke # postaci ¢ =
(P -0,5)/,/(0,5) (1 —0,5)/n, gdzie P— oznacza proporcje

poprawnie zakwalifikowanych 0sob, a n =n; +n, (por. Hair
1in., 1995). Otrzymana wartos$c¢ statystyki  rowna jest 6,70
i przy poziomie istotnosci o = 0,05 przekracza warto$¢
krytyczna dla liczby stopni swobody réwnejn—2 =86 —2
= 84 wynoszaca odpowiednio 1,666 (jednostronnie).

Na podstawie analizy Tabeli 4, podobnie jak na pod-
stawie analizy wartosci statystyki ¢ i d (por. Tabela 3)
mozemy stwierdzi¢, ze zmienna adaptacyjna gigtkos¢
myslenia (mierzona testem Usuwania Zapatek Guilforda)
wnosi najwigkszy udzial do roznicowania migdzy grupa-
mi. Otrzymana dla niej warto$¢ wagi dyskryminacyjnej
(0,669), jak 1 wartos¢ wspotczynnika korelacji (0,720),
jest najwyzsza. Jednakze, jak wida¢, uszeregowanie
zmiennych ze wzgledu na ich uzyteczno$¢ w przewidy-
waniu przynalezno$ci do grupy uzyskane na podstawie
wielko$ci standaryzowanych wag oraz wartosci wspot-
czynnikoéw korelacji wykazuje pewne rozbieznosci (por.
Tabela 4). Na przyktad, biorac pod uwage wartosci wag
dyskryminacyjnych, udziat zmiennej Poczucie zaradno-
$ci w roznicowanie migdzy grupami (waga = 0,067) jest
praktycznie zaden. Natomiast biorac pod uwage wartos¢
jej korelacji z funkcja dyskryminacyjna, uplasowata si¢
ona na drugim miejscu (» = 0,587). Co jest przyczyna
takiego stanu rzeczy? Otoz trzy rodzaje informacji uzy-
wane do oceny wzglednego znaczenia analizowanych
zmiennych dla przewidywania przynaleznosci grupowe;j
(wartosci statystyki F, standaryzowanych wag oraz wspot-
czynnikéw korelacji) beda prowadzity do tych samych
wnioskOw na temat oceny znaczenia zmiennych tylko
wtedy, gdy skorelowanie migdzy zmiennymi jest stosun-
kowo niewielkie. Kiedy pomigdzy zmiennymi wystepuje
wysoki stopien skorelowania, ich uszeregowanie nie musi
by¢ takie samo. W takiej sytuacji wartosci wspotczynni-
koéw funkeji dyskryminacyjnej muszg by¢ interpretowane
ze znacznie wigksza ostroznoscig. Podobnie jak w przy-
padku analizy regresji, mata standaryzowana waga moze
oznaczaé nieistotnos¢ danej zmiennej dla rozréznienia
miedzy grupami, ale moze oznacza¢ takze usunigcie jej
wplywu ze wzgledu na wysoki stopien wspotliniowosci
danych. We wskazywanym powyzej przypadku analiza
wartosci wspolczynnikdéw korelacji r-Pearsona wyzna-
czonych dla wszystkich par zmiennych ujawnita wysoka,
dodatnia zalezno$¢ pomigdzy zmiennymi Poczucie sen-
sownosci 1 Poczucie zaradno$ci. Warto$¢ wspodtczynnika
korelacji r-Pearsona pomigdzy tymi zmiennymi dla ca-
lej proby byta réwna 0,714; p = 0,0005, co oznacza, ze
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zmienne podzielaja 51% zmiennosci. Wartosci te dla obu
prob wynosza odpowiednio: » = 0,527; p = 0,0005 dla
menedzerdéw oraz r = 0,674; p = 0,0005 dla pracownikdéw
sfery budzetowej. Mozna podejrzewacé, ze na relatywnie
wysoka korelacje funkcji dyskryminacyjnej ze zmienna
Poczucie zaradnosci (PZ) wplywa jej wysoki stopien
skorelowania ze zmienng Poczucie sensownosci (PS)
oraz rozny stopien skorelowania obu tych zmiennych ze
zmienna najsilniej dyskryminujacg obie populacje, czyli
Adaptacyjna gigtkoscia myslenia (AGM). Na Rysunku 4
przedstawione zostaty wartosci wspotczynnikow korela-
cji omawianych zmiennych w obydwu grupach.

Jak wida¢ na Rysunku 4, zmienne Poczucie sensowno-
$ci 1 Adaptacyjna gigtkos¢ myslenia nie wykazuja — na
podstawie omawianych tu badan — istotnej relacji linio-
wej, natomiast taka relacje sugeruja zwiazki Poczucia
zaradnos$ci z Adaptacyjng gi¢tkoscia myslenia oraz — co
podkreslano wczesniej — Poczucia zaradnosci z Poczu-
ciem sensownosci. Zarowno MANOVA, jak i analiza
dyskryminacyjna premiuja niezalezno$¢ (liniowa) zmien-
nych przy poszukiwaniu roznic w rozktadach cech w r6z-
nych populacjach (por. rozwazania drugiego punktu ni-
niejszego tekstu), dlatego w rozwigzaniu analizy dyskry-
minacyjnej pojawila si¢ niska warto$¢ standaryzowanej
wagi zmiennej Poczucie zaradnosci.

Wyznaczanie znakoéw wag cech dyskryminacyjnych
ma zasadnicze znaczenie dla interpretacji tresciowej wy-
nikdw. Jest to chyba najbardziej znaczacy dla badacza ar-
gument na rzecz stosowania metod wielowymiarowych.
Wréémy do przykladu. Mimo iz w zmiennych Zwawo$¢,
Wytrzymato$¢ i Wewngtrzna sterownos¢ wartosci $rednie
menedzerdéw (grupy kryterialnej) byly istotnie wyzsze niz
w grupie kontrolnej — podobnie jak w dwoch najsilniej
roznicujacych grupy zmiennych: Adaptacyjna gigtkosé

AGM
0,288 0,053 (nist.)
PZ PS
0,527
Grupa kryterialna
Rysunek 4.

myslenia i Poczucie sensownosci (por. Tabela 3) —ujemna
waga tych trzech zmiennych w cesze dyskryminacyjnej
(por. Tabela 4) oznacza, ze im wyzsze wartosci tych cech
w grupach, tym wigksze podobienstwo tych grup, mniej-
sza dyskryminacja mig¢dzygrupowa (mniejsza wartosé
cechy dyskryminacyjnej formalnie bedacej wielokrotnym
réwnaniem regresji). Zmienne Zwawo$¢, Wytrzymatosé
1 Wewngtrzna sterownosé¢, gdy realizuja si¢ na poziomie
wysokich wartosci (skali), obnizaja réznice migdzygru-
powe, co oznacza zwigkszanie si¢ prawdopodobien-
stwa zdarzenia polegajacego na ztym klasyfikowaniu
takich oséb do grup, nierozrozniania menedzeréw od
pracownikow sfery budzetowej. Odwrotnie — zmienna
Perseweratywnos¢ przy swoich rosnacych warto$ciach
zwigksza te roznice (por. Tabele 3 i 4). Takich implikacji
badacz nie ma mozliwosci wykaza¢ dzigki analizom jed-
nowymiarowym.

Warto podkresli¢, ze interpretacji wynikow badacz do-
konuje, analizujac rownoczesnie wartosci czterech wspot-
czynnikéw wyznaczonych dla kazdej cechy pierwotne;j:
t, d, r i waga dyskryminacyjna. Tylko wartosci ostatniego
z nich uwzgledniaja relacj¢ potaczen cech pierwotnych,
dlatego powinny by¢ promowane podczas uogoélnien tre-
sciowych.

Spojrzmy ponownie na warto$ci wspomnianych wyzej
wspotczynnikow dla obu zmiennych zawartych w Tabe-
li 6.

Wartosci trzech pierwszych wspdtczynnikéw dla
Poczucia zaradno$ci sg porownywalne z odpowiednimi
wspotczynnikami otrzymanymi dla Poczucia sensowno-
$ci, natomiast wartosci wag dyskryminacyjnych obydwu
zmiennych ro6znig si¢ dramatycznie. Bazujac przy inter-
pretacji wynikéw na zauwazonym podobienstwie, badacz
nie moze okresli¢, ktéra ze zmiennych wnosi wigkszy

AGM

0,403 0,162 (nist.)

PZ PS
0,674

Grupa kontrolna

Wartosci wspotczynnikow korelacji r-Pearsona pomigedzy zmiennymi Poczucie zaradnosci, Poczucie sensownosci i Adapta-

cyjna gietko$¢ myslenia w obydwu grupach.
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Tabela. 6.

Wartosci statystyki 7, d-Cohena, wspotczynnika korelacji » z
cecha dyskryminacyjna oraz wartosci wag dyskryminacyj-
nych dla wybranych dwoch zmiennych: Poczucia zaradnosci
i Poczucia sensownosci

Zmienna t d r waga
Poczucie zaradnosci 5,34 1,17 0,587 0,067
Poczucie sensownosci 5,22 1,14 0,574 0,465

udziat tresciowy w dyskryminacj¢ wyroznionych grup.
Dopiero wyniki analizy dyskryminacyjnej umozliwiaja
oceng roli tych zmiennych w postulowanym modelu.

W $wietle toczacej si¢ w literaturze dyskusji nad uzy-
tecznoscia obu rodzajow wskaznikéw: korelacji pomig-
dzy zmiennymi pierwotnymi i funkcja dyskryminacja
(okreslanymi czesto mianem wskaznikow struktury)
oraz standaryzowanymi wagami dyskryminacyjnymi
najlepszym rozwiazaniem wydaje si¢ rekomendacja, Ze
w identyfikacji zmiennych najsilniej dyskryminujacych
populacje badacz winien jednak bra¢ pod uwagg obydwie
miary. Obydwa wskazniki umozliwiaja okreslenie wkta-
du, jaki wnosi w réznicowanie mig¢dzy populacjami dana
zmienna pierwotna, jednakze ich wartosci dostarczaja
odmiennych rodzajow informacji. Wskazniki struktury
— jako wspotczynniki korelacji catkowitej — ujmuja Ow
wktad w sposob bezwzgledny, nie uwzgledniajac powia-
zan miedzy zmiennymi. Natomiast standaryzowane wagi
dyskryminacyjne umozliwiajq jego okreslenie w sposob
wzgledny, wyznaczony sitg powigzan pomi¢dzy zmien-
nymi pierwotnymi. Oba wskazniki maja wady i zalety,
nie ma jednak zadnego merytorycznego powodu, dla kto-
rego badacz mialby rezygnowac z uwzgledniania ktdre-
gokolwiek z nich (por. Stevens, 2002, s. 289).

Ze wzgledu na rozbiezno$¢ wskazan otrzymanych na
podstawie warto$ci obu miar (por. Tabela 4) odnosnie do
wielkosci wktadu analizowanych zmiennych w dyskry-
minacj¢ pomiedzy populacjami, na tym samym zbiorze
15 zmiennych przeprowadzono powtdrnie analiz¢ dys-
kryminacyjna. Wykorzystano w niej inne dopuszczalne
rozwigzanie formalne odtwarzajace funkcje dyskrymina-
cyjne, nazwane metoda stepwise (krokowa), podejmujac
probe zredukowania liczby zmiennych, czyli wyznacze-
nia reguty klasyfikacyjnej opartej na mniejszej liczbie
zmiennych, tak by otrzymane rozwiazanie charakteryzo-
wata podobna efektywno$¢ roznicowania.

Metody krokowe (stepwise), cho¢ powszechnie wy-
korzystywane, czesto stanowig przedmiot zdecydowa-
nej krytyki. Znakomitej ilustracji dostarcza stwierdzenie
Thompsona (2001, s. 86): ,,Uwazam, ze metody krokowe

137

(np. regresja krokowa, krokowa deskryptywna analiza
dyskryminacyjna) sa zte, zgubne, kiepskie, bezwartoscio-
we 1 bledne. Dodatkowo nie lubi¢ ich”. Badacze wska-
Zuja na trzy problemy zwigzane z wykorzystaniem me-
todologii krokowej: niepoprawna liczbe stopni swobody,
kapitalizacje btedu proby (sampling error), co ogranicza
mozliwos$¢ generalizacji uzyskanych rezultatéw, oraz to,
ze za pomocg tych metod czgsto nie udaje si¢ wyodrgb-
ni¢ zbioru najlepszych predyktoréw okreslonej wielkosci
(Huberty, 1989, 1994; Snyder, 1991; Thompson, 1989,
1995). Jednakze, gdy celem analizy dyskryminacyjnej
jest wylonienie zmiennych najsilniej réznicujacych grupy,
a nie przewidywanie przynalezno$ci grupowej obiektow,
metody krokowe stosowane w kontekscie wielowymiaro-
wej analizy wariancji jako jej uzupehienie, mimo swoich
ograniczen, moga by¢ uzyteczne (por. Huberty, 1994), co
dokumentuje przedstawione ponizej rozwigzanie.

W Tabeli 7 zostaly przedstawione wartosci wag dyskry-
minacyjnych dla otrzymanego rozwiazania.

Otrzymana funkcja dyskryminacyjna, opierajaca si¢ na
dwdch tylko zmiennych: Adaptacyjnej gietkosci mysle-
nia oraz Poczuciu sensownosci, pozwala na istotne staty-
stycznie réznicowanie pomigdzy Srednimi punktow dys-
kryminacyjnych w obu grupach (wartos¢ lambdy Wilksa
= 0,569; p = 0,0005). Uzyskana warto$¢ wspotczynnika
korelacji kanonicznej, rowna 0,656, jest takze stosunko-
wo wysoka i tylko nieznacznie nizsza (o 0,049) od uzy-
skanej dla poprzedniej funkcji (réwnej 0,705). Otrzymana
funkcja charakteryzuje si¢ takze zadowalajaca, zaledwie
0 7% nizsza w porownaniu z poprzednig funkcja, efek-
tywnoscia roznicowania. Umozliwia ona poprawne za-
klasyfikowanie 80,2% przypadkéw do obu grup: mene-
dzeréw i pracownikow sfery budzetowej. Takze w tym
przypadku proporcja poprawnie zakwalifikowanych oséb
(0,802) istotnie statystycznie rézni si¢ od proporcji osob
przypadkowo zakwalifikowanych poprawnie (¢ = 5,60).
Rezultaty klasyfikacji przedstawione zostaly w Tabeli 8.

Tabela 7.
Wartosci standaryzowanych wspotczynnikow funkeji dys-

kryminacyjnej

Nazwa skali Wagi Wspotczynniki
dyskryminacyjne korelacji

Adaptacyjna gigtkos¢ 0,760 0,823

myslenia

Poczucie sensownos$ci 0,572 0,655

Wartos$¢ 4 Wilksa 0,569; p = 0,0005

Wartos¢ wspotezynnika

korelacji kanonicznej 0,656
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Tabela 8.
Rezultaty klasyfikacji dokonanej na podstawie funkcji dys-

kryminacyjnej

Rzeczywista przynalezno$¢ Przewidywana przynaleznos¢

do grupy do grupy
Menedzerowie Pracownicy
budzetowi
Menedzerowie 34 9
Pracownicy budzetowi 8 35

Wykorzystujac niestandaryzowane wartosci wspot-
czynnikéw otrzymane]j funkcji dyskryminacyjnej (wy-
noszace odpowiednio: 0,075 dla zmiennej Adaptacyjna
gietkos¢ myslenia i 0,102 dla zmiennej Poczucie sensow-
nosci) oraz wartosci $rednich obu zmiennych w obu gru-
pach, mozemy wyznaczy¢ $rednie wartosci roznicujace
(Srednie wartosci funkcji dyskryminacyjnej) dla kazdej
z grup:

Y menedzerowie = 0,075 + 37,67($rednia zmiennej AGM) +
0,102 - 48,14 (srednia zmiennej PS) = 7,736,

Y pracownicy budzetowi = 0,075 * 23,37(Srednia zmiennej AGM)
+ 0,102 - 41,81 (Srednia zmiennej PS) = 6,017.

Widzimy, ze menedzerowie charakteryzuja si¢ wyzsza
przecigtng wartoscia roznicujaca w poroéwnaniu z pracow-
nikami budzetowymi. Wykorzystujac wyznaczone war-
tosci, a doktadnie usredniajac je, mozemy sformutowac
prosta regule klasyfikacyjna, umozliwiajaca przewidywa-
nie przynaleznosci jednostki do danej grupy: ¥ = (7,736 +
6,017)/2 = 6,877. Jezeli wartos¢ jednostkowa jest wyzsza
od 6,877, osobe nalezy sklasyfikowaé jak menedzera, na-
tomiast gdy jest od 6,877 nizsza — jako pracownika sfery
budzetowe;j.

Zaprezentowany w artykule przyktad analizy wielo-
zmiennowej wynikow badan Strzateckiego i Tomasze-
wicz nad profesjonalizmem menedzerskim jest przykta-
dem realnie przeprowadzonych badan, w ktorych kon-
strukt teoretyczny zostat opisany za pomocg 15 wymiarow
i jako pojecie nie moze by¢ zredukowany do mniejszej
ich liczby na poziomie planowania nastgpnych badan.
Nawet teraz, gdy metoda stepwise wygenerowano zbior
zmiennych najsilniej dyskryminujacych obydwie popu-
lacje, redukcja wymiaréw konstruktu nie jest uzasadnio-
na, zwazywszy na wyniki MANOVA; nie tylko wyniki
statystyki wielowymiarowej sg istotne, ale az czternascie
z analizowanych zmiennych (traktowanych jednowymia-
rowo, bez rozwazania ich struktury powigzan) ma istotnie
rozne wartosci oczekiwane w obydwu populacjach (por.
Tabela 3). Rownoczesnie az siedem zmiennych w kla-
sycznym rozwiazaniu analizy dyskryminacyjnej (por.

Tabela 4) ma wagi wyzsze niz 0,3. Znalezione réznice
nie upowazniaja do odrzucenia tej definicji konstruktu na
rzecz definicji bardziej redukcyjnej, mimo ze — jak wska-
zuje na to synteza wynikéw wszystkich przeprowadzo-
nych analiz — osiowa role w jego przypadku petnig dwa
ujawnione wymiary.

Zaprezentowany wyzej przyklad ilustruje dwugrupo-
wy plan badawczy obejmujacy wigcej niz jedng zmienna
objasniana, bedacy podstawowym planem badawczym
wymagajacym zastosowania MANOVA i analizy dyskry-
minacyjnej. Dla schematoéw bardziej skomplikowanych
tatwo wyprowadzi¢ procedury obliczeniowe, uogdlniajac
wzory podane wyzej.

Podsumowanie

W powyzszym tekscie — po szczegélowym opisaniu na
poziomie formalnym wielowymiarowej analizy wariancji
i przedstawieniu wszelkich koniecznych obliczen na fik-
cyjnych danych — odwotano si¢ do danych rzeczywistych,
uzyskanych z konkretnych badan psychologicznych.
Chodzito o spetienie dwu celéw: po pierwsze o ilustra-
cje przeksztatcania warto$ci uzyskanych statystyk we
wiasciwe interpretacje psychologiczne oraz — po drugie
— o przekonanie Czytelnika do koniecznosci uzywania
modelu analizy dyskryminacyjnej po MANOVA jako me-
tody wobec niej komplementarne;.

W pewnym sensie analiza dyskryminacyjna moze by¢
traktowana jako specyficzny wielozmiennowy test kon-
trastow niezbednie stosowany po MANOVA, pehiacy
podobna rolg w przypadku interpretacji danych, jak jed-
nozmiennowe testy kontrastow stosowane po ANOVA,
czy analizach z powtarzanymi pomiarami.

Podczas opisumetody MANOVA starano si¢ pokazaé, na
czym polega jej rozszerzenie wzgledem analizy jednowy-
miarowej, czyli metody ANOVA, ze szczegdlnym zwro-
ceniem uwagi na specyficzne zalety MANOVA. Przewaga
wielowymiarowej analizy wariancji (MANOVA) nad jed-
nowymiarowa (ANOVA) — w konteks$cie obserwowania
wielu zmiennych objetych siecig roznych relacji — jest
oczywista z kilku powoddow.

Popierwsze, wynikianalizjednowymiarowych nie moga
by¢ syntetyzowane bezposrednio (tfaczone w jedng wspol-
ng konkluzje) z przyczyn statystycznych (teoretycznych),
a mianowicie na skutek niemoznosci okreslenia wspolnej
jednej wartosci btedu wnioskowania pierwszego rodzaju.
Jak wiadomo, w naukach empirycznych kazdy wniosek
jest probabilistyczny przy okreslonym biedzie wniosko-
wania. Wystarczy porownaé przedstawione wyzej wzory
dla stopni swobody statystyk F wielowymiarowych ze
znanymi stopniami swobody dla ich jednowymiarowe;j
wersji, by zdaé sobie sprawg z rozbieznosci rozktadow
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prawdopodobienstwa F' Fishera—Snedecora, ktérymi po-
stugujemy si¢ w obydwu sytuacjach (tym samym z roz-
bieznosci wartosci krytycznych, ktorych przeciez nie spo-
sob usredniac dla wielu decyzji).

Po drugie, wyniki analiz jednowymiarowych uzyski-
wane (zawsze!) przy zalozeniu, Zze zmienne objasniane
sa niezalezne, sg fatszywe tym bardziej, im bardziej po-
wiazana jest analizowana struktura cech. Pokazat to opi-
sany wyzej przyktad. W wersji jednowymiarowej zmien-
na Poczucie zaradno$ci miata wyzszy wynik #-Studenta
i d-Cohena niz zmienna Poczucie sensownos$ci. Mozna
byloby przypuszczac, ze ta pierwsza silniej jest dyskrymi-
nowana przez poziomy czynnika, albo — inaczej mowiac
— ta pierwsza wnosi wigkszy wktad w rozbieznos$¢ mig-
dzy wynikami obydwu grup. Analizy wielowymiarowe,
uwzgledniajace site powiazan miedzy zmiennymi, obali-
ly te konkluzje. Uwypukla to koniecznos$¢ analizowania
struktury zaleznosci migdzy zmiennymi objasnianymi.
W przypadku analiz jednowymiarowych interpretowanie
roznic migdzy wartosciami $rednich wymaga uwzgled-
nienia ich wariancji, natomiast przeprowadzanie analiz
wielowymiarowych bez odwotania si¢ do zaleznosci ta-
czacych objasniane zmienne jest nie tylko bezcelowe,
lecz wrecz bezsensowne.

Po trzecie, wielokrotnie stosowane — dla kazdej zmien-
nej oddzielnie — jednowymiarowe i odpowiednio czyn-
nikowe analizy wariancji (ANOVA) traktowane jako
kontrasty parametréw pokaza tylko, jaki jest samodziel-
ny wktad kazdej zmiennej do roéznicy migdzy grupami.
Natomiast stosowana zawsze po wielowymiarowej ana-
lizie wariancji analiza dyskryminacyjna odtworzy czast-
kowy wktad kazdej zmiennej z grupy tacznie analizowa-
nych zmiennych zwiazanych konkretng siecia wartosci
wspotczynnikow r-Pearsona, czyli konkretnie wzajemnie
si¢ determinujacych.

Powyzsze argumenty nie powinny stanowic¢ zachegty
do ignorowania rozwigzan jednowymiarowych. W in-
terpretacji przyktadu dobitnie wskazano, ze wszystkie
informacje sa wazne i dopiero ujgte komplementarnie
stanowig tto formalne dla decyzji merytoryczne;.

LITERATURA CYTOWANA

Aczel, A. D. (2000). Statystyka w zarzqdzaniu. Pelny wykiad.
Warszawa: Wydawnictwo Naukowe PWN.

Ahrens, H., Lauter, J. (1979). Wielowymiarowa analiza wa-
riancji. Warszawa: Panstwowe Wydawnictwo Naukowe.

Anderson, M. J. (2001). A new method for non-parametric multi-
variate analysis of variance. Austral Ecology, 26, 32—46.

Aranowska, E. (1987). Elementy zastosowan modelu wielo-
wymiarowej analizy wariancji (MANOVA) w badaniach

139

psychologicznych. W: J. Brzezinski (red.), Wielozmiennowe
modele statystyczne w badaniach psychologicznych (s. 113—
—151). Warszawa—Poznan: Panstwowe Wydawnictwo Na-
ukowe.

Aranowska, E. (1996). Metodologiczne problemy zastosowan
modeli statystycznych w psychologii. Teoria i praktyka.
Warszawa: Studio 1.

Aranowska, E. (2005). Pomiar ilosciowy w psychologii. War-
szawa: Wydawnictwo Naukowe Scholar.

Aranowska, E., Ciok, A. (1992). Zwiazek migdzy zmiennymi
w interpretacji analizy sktadowych gléwnych i analizy
korespondencji. W: E. Aranowska (red.), Wybrane problemy
metodologii badan (s. 133—168). Warszawa: Wydawnictwa
Uniwersytetu Warszawskiego.

Bathke, A. C., Harrar, S. W., Laurence, V., Madden, L. V.
(2008). How to compare small multivariate samples using
nonparametric tests. Computional Statistics and Data
Analysis, 52, 4951-4965.

Bergen, F. H., Seling, M. J. (1978). Uses of discriminant anal-
ysis following MANOVA: Multivariate statistics for multi-
variate purposes. Journal of Applied Psychology, 6, 689—
—697.

Bollen, K., Lennox, R. (1991). Conventional wisdom on
measurement: A structural equation perspective. Psychological
Bulletin, 110, 305-314.

Brzezinski, J. (2006). Jaka psychologia? Jaka praktyka psy-
chologiczna? Jakie ksztalcenie psychologéw? W: E. Ara-
nowska, M. Goszczynska (red.), Czlowiek wobec wyzwan
i dylematow wspolczesnosci (s. 257-273). Warszawa: Wydaw-
nictwo Naukowe Scholar.

Brzezinski, J., Stachowski, R. (1984). Zastosowanie analizy
wariancji w eksperymentalnych badaniach psychologicznych.
Warszawa: Panstwowe Wydawnictwo Naukowe.

Cohen, J. (1968). Multiple regression as a general data-analytic
system. Psychological Bulletin, 6, 426—443.

Cohen, J. (1977). Statistical power analysis for behavioral
sciences. London: Academic Press.

Cohen, J. (1992). A power primer. Psychological Bulletin, 112,
155-159.

Cole, D. A., Maxwell, S. E., Arvey, R., Salas, E. (1993a). Multi-
variate group comparisions of variable system: MANOVA
and Structural Equation Modelling. Psychological Bulletin,
114, 174-184.

Cole, D. A., Maxwell, S. E., Arvey, R., Salas, E. (1993b). How
the power of MANOVA can both increase and decrease as
a function of the intercorrelations among the dependent
variables. Psychological Bulletin, 115, 465-474.

DasGupta, S., Perlman, M. D. (1973). On the power of Wilks’
U-test for MANOVA. Journal of Mulitvariate Analysis, 3,
220-225.

Doornik, J. A., Hansen, H. (2008). An omnibus for univariate
and multivariate normality. Oxford Bulletin of Economics and
Statistics, 70, 927-939.

Enders, C.K.(2003). Performing multivariate group comparisions
following a statistically significant MANOVA. Measurement
and Evaluation in Counseling and Development, 36, 40-56.



140 ELZBIETA ARANOWSKA, JOLANTA RYTEL

Everitt, B. S. (1979). A Monte Carlo investigation of the ro-
bustness of Hotelling’s one and two sample T2 tests. Journal
of the American Statistical Association, 74, 48-51.

von Eye, A., Bogat, G. A. (2004). Testing the assumption of
mulivariate normality. Psychology Science, 46, 243-258.

Feller, W. (1978). Wstep do rachunku prawdopodobienstwa
(t. 2). Warszawa: Panstwowe Wydawnictwo Naukowe.

Field, A. (2009). Discovering statistics using SPSS. London:
Sage.

Finch, H. (2005). Comparision of the performance of non-
parametric and parametric MANOVA test statistics when
assumptions are volated. Methodology, 5, 27-38.

Finch, H., Davenport, T. (2009). Performance of Monte Carlo
permutation and approximate tests with multivariate means
comparision with small sample sizes when parametric
assumptions are violated. Methodology, 5, 60-70.

Gnanadesikan, R. (1977). Methods for statistical data analysis
of multivariate observations. New York: John Wiley.

Graham, J. M. (2008). The General Linear Model as Structural
Equation Modeling. Journal of Educational and Behavioral
Statistics, 33(4), 485-500.

Hair, J. F., Anderson, R. E., Tatham, R. L., Black, W. C. (1995).
Multivariate data analysis with readings. Englewood Cliffs,
NJ: Prentice Hall.

Harris, R. J. (1975). A primer of multivariate statistics. New
York: Academic Press.

Huberty, C. J. (1989). Problems with stepwise methods: Better
alternatives. W: B. Thompson (red.), Advances in social
science methodology (t. 1, s. 43-70). Greenwich, CT: JAI
Press.

Huberty, C. J. (1994). Applied discriminant analysis. New York:
Wiley and Sons.

Huberty, C. J., Smith, J. D. (1982). The study of effects in
MANOVA. Multivariate Behavioral Research, 17,417-432.

Huberty, C. J., Morris, J. D. (1989). Multivariate analysis versus
multiple univariate analyses. Psychological Bulletin, 105,
302-308.

Johnson, R. A., Wichern, D. W. (2002). Applied multivariate
statistics. Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall.

Konarski, R. (2004). Analiza zmiany z zastosowaniem analizy
latentnych krzywych rozwojowych. ASK. Spoleczenstwo.
Badania. Metody, 13, 87-120.

Koronacki, J., Mielniczuk, J. (2001). Statystyka dla studentow
kierunkow technicznych i przyrodniczych. Warszawa: Wydaw-
nictwo Naukowo-Techniczne.

Liang, J., Tang, M. (2009). Generalized F-tests for multivariate
normal mean. Computional Statistics and Data Analysis, 53,
1177-1190.

Mardia, K. V. (1980). Tests of univariate and multivariate
normality. W: P. R. Krishnaiah (red.), Handbook of statistics
(t. 1, 5. 279-320). Amsterdam: North Holland.

McArdle, B. H., Anderson, M. J. (2001). Fitting multivariate
models to community data: a comment on distance-based
redundancy analysis. Ecology, 82, 290-297.

Mielke, P. W., Berry, K. J. (2007). Permutation methods: A dis-
tance function approach. New York: Springer-Verlag.

Morrison, D. F. (1990). Wielowymiarowa analiza statystyczna.
Warszawa: Panstwowe Wydawnictwo Naukowe.

Olson, C. L. (1974). Comparative robustness of six tests in
multivariate analysis of variance. Journal of American
Statistical Association, 69, 894-908.

Olson, C. L. (1976). On choosing a test statistics in multivariate
analysis of variance. Psychological Bulletin, 4, 579-586.

Preacher, K. J., Wichman, A. L., MacCallum, R. C., Briggs, N.
E. (2008). Latent Growth Curve Modeling. Los Angeles—
—London: SAGE.

Rao, C. R. (1994). Statystyka i prawda. Warszawa: Panstwowe
Wydawnictwo Naukowe.

Raykov, T. (2001). Testing multivariate covariance structure and
means hypotheses via structural equation modeling. Structural
Equation Modeling, 8, 224-256.

Raykov, T., Marcoulides, G. A. (2008). An introduction to
applied multivariate statistics. New York: Routledge.

Snyder, P. (1991). Three reasons why stepwise regression
methods should not be used by researchers. W: B. Thompson
(red.), Advances in educational research: Substantive findings,
methodological developments (t. 1, s. 99-105). Greenwich,
CT: JAI Press.

Stevens, J. P. (2002). Applied multivariate statistics for the social
sciences. New Jersey: Lawrence Earlbaum.

Strzatecki, A. (2003). Psychologia tworczosci. Miedzy tradycjq
a ponowoczesnosciq. Warszawa: Wydawnictwo UKSW.

Strzatecki, A., Tomaszewicz, B. (2004). Wyznaczniki efektyw-
nosci funkcjonowania polskich menedzeréw w warunkach
zmian systemowych. Studia Psychologica, 5, 125-139.

Tabachnik, B. G, Fidell, L. S. (2001). Using multivariate
statistics. New York: HarperCollins.

Tang, K. L., Algina, J. (1999). Performance of four multivariate
tests under variance-covariance heteroscedascity. Multivariate
Behavioral Research, 4, 391-405.

Tatsuoka, M. M. (1971). Multivariate analysis: Techniques
of education and psychological research. New York: John
Wiley.

Timm, N. H. (1975). Multivariate analysis with applications
in education and psychology. Monterey: Brookes/Cole Pub-
lishing Company.

Todorov, V., Filzmoser, P. (2010). Robust statistics for the one-
way MANOVA. Computional Statistics and Data Analysis,
54,37-48.

Thompson, B. (1989). Why won’t stepwise methods die? Measu-
rement and Evaluation in Counseling and Development,
21(4), 146-148.

Thompson, B. (1995). Stepwise regression and stepwise
discriminant analysis need not apply here: A guidelines
editorial. Educational and Psychological Measurement, 55(4),
525-534.

Thompson, B. (2001). Significance, effect sizes, stepwise
methods, and other issues: Strong arguments move the field.
Journal of Experimental Education, 70(1), 80-93.

Zielinski, R. (1985). Metody odporne w statystyce. Wyktad na
XII Konferencji Naukowo-Szkoleniowej ,,Statystyka Mate-
matyczna”. Blazejewko.



WIELOWYMIAROWA ANALIZA WARIANCJI - MANOVA

PRZYPISY

1. Wektor jest to odcinek w przestrzeni, majacy okreslona
dhugo$¢ 1 kierunek. Dla zaznaczenia kierunku mowi si¢ o po-
czatku 1 koncu wektora, oznaczajac go strzatka. Za poczatek
wektorow obserwacji uwaza si¢ poczatek uktadu wspotrzed-
nych. Zbiér punktéw probkowych to konce wektoréw obser-
wacji. Dlugos¢ wektora (dtugos¢ odcinka) we wspotrzednych
prostokatnych rowna jest pierwiastkowi z sumy kwadratow jego
wspotrzednych.

2. Glowna przekatna jest ta z dwu przekatnych macierzy, kto-
ra wyznaczajg elementy niezmieniajace potozenia przy zamia-
nie pierwszego wiersza z pierwszg kolumna, drugiego wiersza
z druga kolumna itd., tzn. elementy o1y, 02, ..., 0, macierzy (2).
Macierz, ktéra powstaje z macierzy A przez zamiang kolumn na
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wiersze, nazywa si¢ macierza transponowang (lub przestawiong)
wzgledem A i z reguty oznacza si¢ jg symbolem A’.

3. Kowariancja zmiennej samej z soba rdwna jest wariancji
tej zmiennej, totez chociaz na gtdéwnej przekatnej macierzy X sa
wariancje, moéwi si¢ poprawnie: macierz kowariancji.

4. W algebrze macierzy nie istnieje operacja dzielenia ma-
cierzy, natomiast mozna pomnozy¢ jedna macierz przez macierz
odwrotna do drugiej. Poniewaz oszacowanie mianownika stano-
wi macierz G, wigc jest odwrotno$é G™! wystepuje w tescie F.
Z pomnozenia tych dwu macierzy otrzymuje si¢ takze macierz.
Skrét tr (od ang. stowa frace — slad) oznacza sume tych dwu
elementow lezacych na gtéwnej przekatnej macierzy. Zatem do
testu F w kazdej z tych trzech sytuacji wstawia si¢ nie macierz,
lecz sumg elementow gltownej przekatnej macierzy uzyskanej
z wymnozenia odpowiednich Hi G ..
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Abstract

The paper describes a model of the multivariate analysis of variance (MANOVA). First, we outline differ-
ences between this method and the univariate analysis of variance (ANOVA). We present basic repeated
measures designs and point to the research designs that provide data which can be analyzed only with the
MANOVA models. We describe formal structure of the MANOVA model and provide its basic definitions.
We show how these definitions are related to terms of ANOVA. Development of the ANOVA logic into the
MANOVA model is shown in relation to a discussion on independence between expected values of vari-
ables and their bivariate correlations (more precisely — means of variables and Pearson product-moment
correlation coefficients). We explain how the assumptions, null hypotheses and test statistics of MANOVA
have been developed from the ANOVA model. We point to the inconclusiveness of the formal MANOVA
solution (lack of the one, established, test statistic) and show these test statistics which appeared most often
in the statistical software in the last twenty years. We illustrate formalities of the model with one fictional
example of a simple one-way MANOVA. All test statistics introduced in this paper were calculated by
hand and compared with SPSS output. Moreover, an example of application of multivariate analysis of
variance in psychological research was portrayed, using a study on evaluation of managers’ performance.
In this example, we emphasize reasons why it is necessary to complement MANOVA with another method:

discriminant analysis.
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